STH2, Généralités sur les surfaces Juin 2012
CONTROLE 2

Le seul document autorisé est une feuille de notes A4 manuscrite.
Toutes les réponses doivent étre correctement rédigées et rigoureusement justifiées.
Le bareme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (4 points)

Soit f le champ scalaire défini sur R* x R par
)
flz.y) = 5

1. Déterminer les lignes de niveau de f et les représenter.

2. Déterminer les lignes de champ de grzzd(f) et les représenter sur la méme figure.

Exercice 2 (5 points)

Soit 7 la courbe paramétrée par v(t) = (cos(t)sin(t),sin(t)) pour t € [0, x]. Il s’agit d’une
demi-lemniscate de Bernouilli. Soit D le domaine délimité par .
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Le but de I'exercice est de calculer de deux maniéres l'intégrale

1
I = dady.
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a) Soit w(z,y) = nggdy. Calculer l'intégrale curviligne de w le long de ~.

)

b)

a) Sion note y(t) = (x(t),y(t)), montrer que pour tout t, z%(t) = y(t) — y*(t).
)
)

1. |
(b) Justifier que I est égale a cette intégrale curviligne.

(

(b

(¢) Calculer directement Iintégrale 1.

En déduire une paramétrisation de D.



Exercice 3 : la trompette de Gabriel (5 points)

Soit S la surface de révolution obtenue en faisant tourner la courbe z = 1 (pour z < 1)
autour de I'axe (Oz). On peut la paramétrer par

1

P(x,0) = (zcos(f),zsin(d),—), x€]0,1], 6 € [0, 2.
x

Représenter S.

Calculer le volume délimité par S.

Calculer 'aire de S.

Bonus. Cette surface présente un paradoxe étonnant : si on veut remplir le tube formé
par S, il suffira d’une quantité finie de liquide, mais si on veut le peindre, il faudra une
quantité infinie de peinture.
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Résoudre ce paradoxe.

Exercice 4 (5 points)

Soit r > 0 et b > a. Soit S le cylindre paramétré par
P(0,2) = (rcos(f),rsin(f),z), 6 €[0,2x], z € [a,b)].
Soit enfin ¢ le champ de vecteur défini sur R3 par

o(z,y,2) = (x+ 2,9, 2).

Le but de cet exercice est de calculer le flux de ¢ a travers S de deux manieéres.
1. Représenter S et choisir une orientation pour S.
2. (a) Calculer le vecteur élément de surface dS en tout point de S.
(b) Calculer le flux de ¢ a travers S.
3. Soit ¢ € R.. Soit D, le disque horizontal de centre (0,0, c) et de rayon r.
(a) Quelle est la composante normale & D, du champ ¢ sur D..
(b) En déduire le flux de ¢ a travers D,.

(c) Calculer le flux de ¢ a travers S avec la formule de Green-Ostrogradski.



