STH2, Généralités sur les surfaces mai 2013
CONTROLE 1

Les calculatrices sont interdites. Une feuille de notes A4 manuscrite est autorisée.
Toutes les réponses doivent étre correctement rédigées et rigoureusement justifiées.

Le but de cet exercice est de comprendre le théoréme de Poincaré-Bendixson énoncé ci-
dessous. Nous I'admettrons et nous contenterons d’étudier trois exemples particuliers.

Théoréme de Poincaré-Bendixson :

Soit o un champ de vecteurs défini sur R? de classe C'. Soit t — ~(t) une trajectoire de ce
champ.

Si a partir d’une certaine valeur de la variable t, la trajectoire v reste dans une partie
compacte de R?, alors soit v converge en 400 vers un point de R?, soit son comportement
asymptotique est une fonction périodique appelée cycle limite.

1. On considére le champ de vecteurs défini sur R? par

o(x,y) = (1 —e*, —ye®).

(a) Donner les signes des coordonnées de (z,y) en fonction des signes de x et y. La
premiére coordonnées 1 — e* est du signe opposé a celui de z. La seconde —ye” est
du signe opposé a celui de y.

(b) Représenter l'allure de ce champ de vecteurs.
D’apreés la question a, les vecteurs seront tous dirigés vers les axes des abscisses et
des ordonnées. Pour le représenter plus finement, notons que si z tend vers —oo, le
champ tend vers (1,0) : il sera horizontal & la limite. Et si z tend vers +o00, la pente
de ¢(x,y) tend vers y.

Remarque : pour une représentation parfaite, il est ici possible de déterminer les
lignes de champ. On doit résoudre 15_”/698 = Y s0it —2'~<5 = L. Donc In(|1 —€*|) =
ye 1—e Y
In(Jy|) + cet y = A(1 — ") avec A € R.
(c) Justifier, qu’au bord de chaque disque de centre (0,0), le champ est entrant, ce qui

signifie qu’il est dirigé vers l'intérieur du disque.

D’aprés la question a, le champ est partout dirigé vers les axes Ox et Oy, c¢’est-a-dire
qu’en tout point (z,y), le vecteur p(x,y) est dirigé vers I'intérieur du rectangle dont
(0,0) et (z,y) sont des sommets opposés. Or le disque de centre (0,0) passant par
(x,y) contient ce rectangle (on peut s’appuyer sur une figure). Le vecteur ¢(z,y) est
donc dirigé vers l'intérieur de ce dique.

(d) En déduire que les trajectoires de ce champ satisfont les hypothéses du théoréme de
Poincaré-Bendixson.

Considérons une trajectoire du champ. Si elle passe par un point (z,y), le champ
o(x,y) étant dirigé vers l'intérieur du disque D de centre (0,0) passant par (z,y),
la trajectoire se dirige vers I'intérieur de ce disque. Et comme le champ est en tout
point du bord du disque dirigé vers l'intérieur du disque, la trajectoire ne peut pas
sortir du disque D. Ainsi la trajectoire reste alors a l'intérieur du compact D de R2.
La champ ¢ défini sur R? et de classe C! vérifie donc les hypothéses du théoréme
de Poincaré-Bendixson.



(e)

Décrire le comportement limite des trajectoires du champ .

D’apres le théoréme, les trajectoires du champ vont donc converger soit vers un point
de R? soit vers un cycle limite. Un tel cycle limite serait porté par une courbe fermée
de R2. Or une telle courbe parcourue dans un sens a nécessairement en au moins un
point une direction orientée vers I'extérieur d’un disque de centre (0,0). Une telle
courbe ne peut correspondre a une trajectoire de notre champ car cela contredirait
les résultats des question a et c.

Les trajectoires convergent donc vers un point de R2. Ce point est nécessairement un
point otl le champ est nul, c’est-a-dire un point d’équilibre. Le seul point d’annulation
du champ est (0,0). Les trajectoires du champ ¢ convergent donc toutes vers (0, 0).

2. On considére le champ de vecteur défini sur R? \ {(0,0)} en coordonnées polaires par

(a)
(b)

W(r,0) =1 —rr).

Représenter l'allure de ce champ de vecteur.

Déterminer ses trajectoires.

On cherche les courbes v telles que pour tout ¢, 7/ (t) = ¥(y(¢)). En coordonnées
polaires v(t) = (r(t),0(t)) cela revient a résoudre le systéme

() =1—r(), r®)0t)=rt).

Donc 0'(t) = 1 et 0(t) = t+ X avec A € R. L’équation satisfaite par r est une équation
différentielle d’ordre 1 dont les solutions sont les fonctions de la forme pe™* + 1 avec
1 € R. Les trajectoires du champ sont donc les courbes de la forme

Y(t) = (ue " + 1, + A).

Quel est leur comportement limite ?

Lorsque ¢ tend vers +oo, r(t) converge vers 1 et 0(t) diverge vers +oo. Ainsi les
trajectoires se rapprochent infiniment vers le cercle unité tout en continuant de
tourner dans le plan. Nous sommes dans le cas d’un cycle limite. Ce cycle est ici
le cercle unité parcouru dans le sens direct a vitesse angulaire contante égale & 1

(0(t) ~ 1).

3. On considére enfin le champ de vecteur défini sur R? par

o(z,y,2) = (10y — 10z, —zz + 28z — y, xy — 8z/3).

Les figures ci-dessous montrent deux vues d’une méme trajectoire de ce champ.

Les hypothéses et la conclusion du théoréme de Poincaré-Bendixson semblent-elles ici
vérifiées 7 Qu’en déduit-on ?



Certaines hypothéses sont satisfaites : le champ 1) est de classe C! et la trajectoire proposée
semble rester dans une partie compacte (le cube [—30, 30] x [—20, 20] x [0, 50] par exemple).
Par contre, ce champ est défini sur R? et non sur R2.

Cependant, la conclusion du théoréme ne semble pas satisfaite. La trajectoire ne converge
visiblement ni vers un point de ’espace, ni vers un cycle limite. Son comportement est
chaotique : elle oscille de maniére complexe entre deux plans sur lesquels son allure res-
semble & une spirale mais ne se rapproche jamais d’une courbe fermée simple.

On en déduit que le théoréme de Poincaré-Bendixson n’est sans doute valable que dans
R et R2. A partir de la dimension 3, il peut y avoir des trajectoires aux comportements
complexes.



