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Corrigé du contrôle 1

Exercice 1 (5 points)

Soit ϕ le champ de vecteurs dé�ni sur R2 par ∀(x, y) ∈ R2, ϕ(x, y) = (y, 1).

1. On peut s'en faire une idée avec les lignes de champ de la question suivante.

2. On cherche les courbes γ(t) = (x(t), y(t)) telles que pour tout t, γ′(t) est colinéaire à
ϕ(γ(t)) :

∀t,∃λ ∈ R (x′(t), y′(t)) = λ(y(t), 1).

Cela se traduit par l'égalité ∀t, x′ = yy′. Donc x = 1
2
y2 + c, avec c ∈ R. Les lignes de

champ de ϕ sont donc les paraboles d'équations x = 1
2
y2 + c.

3. On peut voir ϕ comme un champ dé�ni sur R3 par ϕ(x, y, z) = (y, 1, 0). Son rotationnel
est alors donné par rot(ϕ)(x, y, z) = (0, 0,−1). Il est non nul. On en déduit que ϕ n'est
pas un champ de gradient.

4. On peut paramètrer le cercle unité par γ(t) = (cos(t), sin(t) pour t ∈ [0, 2π]. La circulation
de ϕ le long du cerlce est donnée par∫

γ

ϕ =

∫ 2π

0

<ϕ(γ(t)), γ′(t)>dt =

∫ 2π

0

<(sin(t), 1), (− sin(t), cos(t)>dt

=

∫ 2π

0

(− sin2(t) + cos(t))dt = −π.

On peut paramétrer le segment par γ̃(t) = (t, 0) pour t ∈ [−1, 1]. La circulation de γ̃ le
long du segment est donnée par∫

γ̃

ϕ =

∫ 1

−1
<(0, 1), (1, 0)>dt = 0.

5. On retrouve le fait que ϕ n'est pas un champ de gradient. S'il en était un, sa circulation le
long du cerlce qui est une courbe fermée aurait été nulle. Ce n'est pas le cas, donc ϕ n'est
pas un champ de gradient. De plus, compte tenu de la représentation du champ ϕ, il n'est
pas étonnant que sa circulation le long du cercle parcouru dans le sens trigonométrique
soit négative.
En�n, toujours d'après la représentation du champ, le champ ϕ est orthogonal au seg-
ment [−1, 1]× {0} en tout point du segment. Sa circulation le long du segment est donc
logiquement nulle.
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Exercice 2 (4 points)

Soit f le champ scalaire dé�ni sur R2 \ (0, 0) par ∀(x, y) 6= (0, 0), f(x, y) =
1√

x2 + y2
.

1.

2. Soit c ∈ R. La ligne de niveau associée à c est la courbe dé�nie par l'équation f(x, y) = c :

1√
x2 + y2

= c ssi x2 + y2 =
1

c2
.

Il n'y a pas de solution pour c ≤ 0 et pour c > 0, on reconnaît l'équation d'un cercle de
rayon 1

c
. Les lignes de niveau sont donc les cercles de centre (0, 0).

3. Pour n = 1
5
, 2
5
, 3
5
, 4
5
et 1, les lignes de niveau sont les cercles de rayons 5, 5

2
, 5

3
, 5

4
et 1.

4. Le champ de gradient de f est donné par

grad(f)(x, y) =

(
∂f

∂x
(x, y),

∂f

∂y
(x, y)

)
=

(
−x

(x2 + y2)
3
2

,
−y

(x2 + y2)
3
2

)
.

C'est un champ radial (il est donc bien orthogonal aux lignes de champ) dirigé vers
l'origine et dont la norme croît vers l'in�ni quand on se rapproche de l'origine.

5. En notant r la distance à l'origine, ces champs s'écrivent

f(x, y) =
1

r
, grad(f)(x, y) =

1

r3
(−x,−y).

Ce champ de gradient est de norme 1
r2
. Ce champ ressemble beaucoup au champ de gravité

dé�ni lui sur R3. Le potentiel du champ de gravité est donné par l'inverse de la distance
à l'origine, ce qui est bien le cas de f ici.
On peut reconnaître également le champ électrique dû à une particule chargée.
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Exercice 3 : Un phénomène de monodromie (3 points)

Est-il possible de dé�nir sur C une application continue qui à tout nombre complexe associe
une de ses deux racines carrées ?

On raisonne sur le cercle unité de C.
Soit eiθ un nombre complexe sur le cercle unité. Ses racines carrées sont ei

θ
2 et ei(

θ
2
+π). Ainsi

l'application recherchée doit associer à chacun des nombres eiθ du cercle unité l'une de ces deux
racines, et cela de manière continue.

Appelons ψ notre application. Supposons qu'on ait choisi ψ(1) = 1 et parcourons le cercle
unité dans le sens positif. L'idée est que ψ étant continue, on est obligé de choisir pour tout
nombre ψ(eiθ) = ei

θ
2 (à cause du choix ψ(1) = 1). Mais alors, une fois que l'on aura ainsi

e�ectué un tour, on obtiendra ψ(e2iπ) = ei
2π
2 = −1 6= 1. Lorsqu'on fait le tour du cercle, notre

application racine vaut 1 en θ = 0, ei
π
4 en θ = π

2
, i en θ = π et en�n quand on revient au point

initial, elle tend vers -1 et non 1.
Notre application ne peut donc pas être dé�nie de manière continue sur tout le cercle

unité. Et plus globalement, une application � racine carrée �ne peut pas être dé�nie de manière
continue sur C tout entier.

De même, si on avait choisi ψ(1) = −1, la seule application continue possible serait ψ(eiθ) =
ei(

θ
2
+π)
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Exercice 4 : Écoulement d'air et e�et Magnus (9 points)

1. Écoulement d'air autour d'un disque.
On considère le champ de vecteur dé�ni pour r ≥ 1 et θ ∈ R par

ϕ(r, θ) = (ϕr(r, θ), ϕθ(r, θ)) = (cos(θ)− cos(θ)

r
,− sin(θ)).

(a) Trajectoires du champ ϕ :

(b)

div(ϕ)(r, θ) =
1

r

∂(rϕr)

∂r
(r, θ) +

1

r

∂ϕθ
∂θ

(r, θ).

Ici, rϕr(r, θ) = r cos(θ)− cos(θ) et sa dérivée par rapport à r est cos(θ). Ainsi

div(ϕ)(r, θ) =
1

r
cos(θ) +

1

r
(− cos(θ)) = 0.

Le champ ϕ est bien à �ot conservatif ce qui n'est pas étonnant dans le contexte de
ce problème.

(c) ϕ(1, θ) = (0,− sin(θ)) et p(1, θ) = 3− ‖ϕ(1, θ)‖2 = 3− sin2(θ).

(d) Cette pression est maximale à gauche et à droite du disque. Ele est minimale en
haut et en bas du disque.

(e) En deux points diamétralement opposés du bord du disque, les forces de pression
sont opposées et se compensent donc. La force qui s'exerce sur le centre de gravité
du disque est donc nulle.

(f) Cela signi�e que l'écoulement d'air n'a aucune in�uence physique sur le disque.
Concrètement, cela signi�e que si on sou�e sur une balle de ping pong suspendue
dans l'air, elle ne bougera pas. On s'attendrait pourtant à ce que l'écoulement d'air
exerce une force sur le disque dirigée de la gauche vers la droite.
En pratique, ce modèle n'est valable que si l'écoulement d'air est très lent. Pour un
écoulement plus rapide, il faut tenir compte de la viscosité de l'air. Celle-ci est la
cause de forces de frottement entre le disque et l'air. En particulier, ces frottements
entraînent un phénomène de turbulence à la droite du disque. L'écoulement de l'air
n'épouse donc pas parfaitement la forme du disque et notre modèle est incorrect.
Dans ce cas, la somme des forces de pression s'exerçant sur le disque ne sera pas
nulle et sera orientée vers la droite du disque.

2. Rotation du disque
On suppose maintenant que le disque est en rotation sur lui-même. Cette rotation entraîne
un mouvement de l'air autour du disque modélisé par le champ de vitesse

ψ(r, θ) = (0,− 1

2r
).
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(a) Ce champ de vecteur tourne autour du disque dans le sens horaire. Sa norme décroît
quand on s'éloigne du disque.

(b) On trouve encore
div(ψ) = 0

et ce champ est à �ot conservatif. Là encore, il n'y a rien d'étonnant.

3. E�et Magnus
On considère de nouveau l'écoulement initial de l'air autour du disque. Avec la rotation
du disque, le champ de vitesse de l'air autour du disque est désormais donné par

v = ϕ+ ψ.

(a) Comme v = ϕ + ψ, div(v) = div(ϕ) + div(ψ) = 0 + 0 = 0. Le champ v est donc à
�ot conservatif.

(b) Comme v(1, θ) = (0,− sin(θ)− 1
2
), p(1, θ) = 3− (sin(θ) + 1

2
)2.

(c) La pression est maximale pour θ = −π
6
et θ = π + π

6
. Elle est minimale en haut du

disque. Cela se voit bien si on représente le champ de vitesse v. Plus sa vitesse est
faible, plus la pression est grande.

(d) Compte tenu des symétrie de ce champ de pression, on peut constater que la force
de pression s'exerçant sur le centre de gravité est non nulle est dirigée vers le haut.
Ainsi, l'écoulement d'air autour du disque en rotation va entraîner l'élévation du
disque vers le haut.

(e) L'e�et lifté consiste au tennis à donner un mouvement de rotation à la balle au
moment de la frapper. Dans le référentiel de la balle, son mouvement de translation
dans l'air se traduit par un écoulement d'air autour d'elle. L'e�et Magnus va donc
être observé. Pour obtenir un e�et lifté, le mouvement de rotation s'e�ectue dans le
sens contraire à celui étudié dans ce problème. La force de pression s'exerçant sur
la balle va alors être dirigée vers le bas. Ainsi, une balle liftée va redescendre plus
brutalement que s'il n'y avait pas eu d'e�et.
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