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Introduction

Probabilités et statistiques sont les deux composantes de ce qu’on appelle
les sciences de ’aléatoire. Ces deux disciplines reposent sur les mémes objets
mathématiques : mesure de probabilité, variables aléatoires, etc. Mais leurs ob-
jectifs sont parfaitement contraires.

En probabilité, on étudie les propriétés des variables aléatoires. L’objectif
principal est de pouvoir ensuite prédire (en termes de probabilités) les résul-
tats obtenus pour des tirages aléatoires de ces variables aléatoires. Par exemple,
I’étude du jeu de pile ou face permet de déterminer la probabilités d’obtenir 3
piles de suite si on lance une piéce 10 fois.

En statistique, 'objet d’étude est une suite de valeurs : un échantillon.
L’étude statistique consiste & considérer que ces valeurs sont les tirages aléatoires
d’une certaine variable aléatoire. On cherche alors & déterminer des propriétés
de cette variable & partir du seul échantillon initial.

On peut par exemple essayer de déterminer la densité de la variable. Concre-
tement, on considére en général que la variable associée au probléme étudié suit
un certain type de loi (loi exponentielle, loi normale) et on cherche alors, a partir
de I’échantillon & déterminer les paramétres de la loi.

L’outil statistique permet également de tester des hypothéses : une certaine
grandeur étudiée est censée avoir une certaine propriété. On dispose d’un certain
nombre de valeurs expérimentales. L’étude statistique de cet échantillon peut
permettre de confirmer ou d’infirmer la propriété étudiée.






Chapitre 1

Rappels de probabilités

1.1 Variables aléatoires

Définition 1.1.1. Une variable aléatoire est une application de la forme
X : Q= R ou Q est un ensemble muni d’une mesure de probabilité.

Concrétement, cela signifie que pour toute partie (raisonnable) A de R, on
peut considérer la probabilité P(X € A). Par définition, cette mesure de proba-
bilité satisfait les conditions suivantes :

- si A et B sont des parties disjointes de R, P(X € AUB) = P(X €

A)+P(X € B);

-P(XeR)=1

Distinguons deux grandes familles de variables aléatoires : les variables dis-
crétes et les variables continues. Les variables discrétes sont & valeurs dans une
partie finie ou dénombrable de R : 3(z,)nen, ., P(X =z,) = 1. Exemples :
le jeu de pile ou face, le résultat d’'un dé, la loi de Poisson.

Les variables continues sont a valeurs dans un intervalle de R. Elles sont définies
par une fonction de densité fx ainsi :

VACR, P(X €A :/ fx(x)dx.
A

Lorsqu’une variable est continue, la probabilité associée a une valeur précise est
nulle : P(X = z) = 0. Exemples : la loi uniforme sur un intervalle [a, 8], 1a loi
exponentielle, la loi normale.

Définition 1.1.2. Soient X etY des variables aléatoires. On dit que X etY
sont indépendantes si pour toutes parties A et B de R,

P(XcAetY € B)=P(X € A)P(Y € B).

1.1.1 Espérance et variance

Définition 1.1.3. Soit X wune wvariable aléatoire discréte a wvaleurs dans
{z;; i € I}. On appelle espérance de X le nombre réel défini par

E(X) =) z;P(z)

icl
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6 CHAPITRE 1. RAPPELS DE PROBABILITES

Si X est continue, son espérance est définie par

E(X) :/ zf(z)dx,
R
ol f est la densité de X.

L’espérance représente la valeur moyenne de la variable X . C’est la moyenne
des valeurs prises par X pondérées par leurs probabilités.

Proposition 1.1.1. Soient X et Y des variables aléatoires d’espérances finies
et A un réel. Alors

E(X+Y)=EX)+EY), E\X)=AE(X).

Définition 1.1.4. Soit X une variable discréte d’espérance finie.
On appelle variance de X le nombre positif défini par

V(X) =0*(X) =) (2: — B(X))*P(;).
iel
Si X est continue de densité f, sa variance est donnée par

+oo
VOO =o2(X) = [ (- BOOP @),

— 00

Autrement dit, V(X) = E((X — E(X))?).

On appelle écart-type de X la racine carrée de sa variance : o(X) =
V(X).

L’écart-type mesure I’écart moyen quadratique entre les valeurs prises par X
et sa moyenne.

Proposition 1.1.2. Soit X une variable admettant une variance et a et b des
réels. Alors

V(X)=E(X?) -E(X)? V(aX +b)=a’V(X).
Si X etY sont indépendantes,
VIX+Y)=V(X)+V(Y)

(et aussi V(X —Y)=V(X)+V(Y)).

1.2 Théorémes limites

On effectue un grand nombre de tirages indépendants d’une méme variable
aléatoire. On souhaite décrire les comportements limites des tirages ainsi obte-
nus. Par exemple, lorsqu’on lance un grand nombre de fois une piéce, on s’attend
A obtenir & peu prés autant de ”pile* que de "face. Nous allons justifier cela et
mesurer de maniére probabiliste ce ”a peu prés autant®.
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Théoréme 1.2.1. Loi forte des grands nombres
Soit (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi. Soit m leur espérance. Alors
Xi+Xo+---+ X,

lim =m presque sirement.
n—-+o0o n

Précisemment, cela signifie

P( lim X1+X2+"'+X”=m):1,

n—-+4oo n

Théoréme 1.2.2. Théoréme central limite
Soit (Xk)ken+ une suite de variables aléatoires i.i.d. d’espérance m et de

variance o2 finies. Notons S, = X1+ Xo + -+ + X,.
. Sp—nm : .
Quand n tend vers +o0o, la suite ———— converge en loi vers la loi nor-

oy/n
male N(0,1).

Reformulations : le théoréme signifie qu’a la limite, les probabilités sont
données par la densité f,, de la loi normale :

S, — b wmm)?
Iim P <a < Pn T VM < b) :/ 73*( 202) dz.
n——+oo o'\/ﬁ a O 1

Ou encore :

S, —nm
li P|——< =F
n—1>r—ir-10<> ( oyn Oz) w (@),

ou F,, désigne la fonction de répartition de la loi normale A/(0,1). La table de
la loi normale donne les valeurs de F,.

Utilisation du théoréme : en pratique, quand n est assez grand (n > 30), le
théoréme permet d’approcher la loi de .S,, par une loi normale :

n

m
ol 2 ~ N(0,1).

Par exemple, la loi binomiale étant une somme de Bernouilli indépendantes,
on peut approcher pour n grand, cette loi par une loi normale :

B(n,p) ~ N(np,np(1 — p)).
Ainsi, si S ~ B(100, 3), on peut approcher la loi de S par S ~ N(50,25) et on
obtient alors 225 ~ A/(0,1). Alors
40—-50 S—-50 _60—50
P < <
5 - 5 - )
= F(2) - F,(~2) = 2F,(2) — 1 = 0,9545.

S, —nm

Sp ~ N(nm,no?) et

P(40 < S <60) =

La valeur exacte est 220240 21% (120) ; elle est plus difficile & calculer.

Le théoréme central limite est le résultat théorique qui permet en statistiques
de définir la notion d’intervalle de confiance. L’application la plus usuelle est
sans doute le sondage.
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Chapitre 2

Estimation paramétrique

Notations
Dans tout ce chapitre, nous noterons n € N la taille de ’échantillon étudié.
Nous noterons x1, s, ..., T, l’échantillon. C’est une suite de n valeurs réelles.

L’étude statistique de cet échantillon consiste a considérer que ces n valeurs
sont les résultats de n tirages indépendants d’'une méme variable aléatoire X.
Nous noterons m et o2 I'espérance et la variance de X.

2.1 Moyenne

Définition 2.1.1. Estimateur de la moyenne
Soient X1,...X,, des variables aléatoires indépendante de méme loi que X.
On définit la variable aléatoire

- 1
X=- Z X;.
i=1
Elle est appelée estimateur de l’espérance de X .

Cela signifie concrétement que pour un échantillon x4, ...z, d’une variable
X, le nombre % >, a; fournit une estimation de la moyenne m de X . Précisons
cela :

Définition 2.1.2. L’estimateur de la moyenne est un estimateur sans biais : il
est en moyenne égal a ce qu’il est censé estimer.

E[X] = E[X] = m.

Définition 2.1.3. L’estimateur de la moyenne est un estimateur convergent :
st la taille de l’échantillon tend vers +oo, ’estimateur converge vers ce qu’il est
censé estimer. Presque stirement

Ce résultat est simplement la loi forte des grands nombres. C’est un point es-
sentiel de ’estimation statistique : plus I’échantillon est grand, plus l’estimation

9



10 CHAPITRE 2. ESTIMATION PARAMETRIQUE

est bonne a priori.

Il est ensuite possible de quantifier la qualité de ’approximation grace au
théoréme central limite. A partir de I'estimation X effectuée, on détermine 1’en-
semble des valeurs exactes de m possibles pour lesquelles 'estimation obtenue
est dans un intervalle de probabilité importante. Autrement dit, on cherche I’en-
semble des valeurs exactes de la moyenne pour lesquelles I’échantillon étudié est
vraisemblable.

Définition 2.1.4. Soit « une probabilité (plutdt petite). Soit T lestimation de la
moyenne obtenue a partir d’un échantillon de taille n avec n > 30. Lintervalle
de confiance au risque « (ou au niveau de confiance 1 — a) associé a ’esti-
mation est l'intervalle

_ o _ o
T—Toq—F—, &+ Ta—F—

vn Vil

ot T, est le nombre tel que 2F\(74) — 1 =1— « et o est l'écart-type de X.

Pour a = 0,05 on a 7, = 1,96 et pour o = 0,01, on a 7, =~ 2,58.

Interprétation : on considére, avec le TCL, que f/vg suit la loi A/(0,1). Pour

cette loi, 'ensemble [—7,,7,] a une mesure de probabilité¢ 1 — a. On en déduit
P(m—Taﬁ SXSm—!—Taﬁ) =1-a.

L’intervalle de confiance est ’ensemble des valeurs de m pour lesquelles I’es-
timation T est bien dans cet intervalle de mesure 1 — a.

Remarque : en général, lorsqu’on cherche & estimer une moyenne, on ne
connait pas non plus I’écart-type. On utilise alors dans la formule ci-dessus ’es-
timation @ de o que 'on va présenter dans la suite.

Lorsque la variable X suit une loi normale, on peut préciser les intervalles
de confiance, méme avec des échantillons de petite taille :

Proposition 2.1.1. Supposons que X suive la loi normale N'(m,o?). Alors, si
o est connu,
X —

(ol

vn

T N(0,1).

Si o n’est pas connu et est estimée par 7,

X—-m
5 ~ In—-1,

v

ot T,,_1 désigne la loi de Student & n— 1 degrés de liberté. Lorsque n est grand,
la loi de Student est trés proche de la loi normale centrée réduite.

Ces lois permettent de déterminer des intervalles de confiance pour m.
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2.2 Variance

Définition 2.2.1. Estimateur de la variance
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendante de méme loi que X.
— Si l'espérance m de X est connue, on définit la variable aléatoire

— Si Uespérance de X est inconnue, on définit la variable aléatoire
1 n
)2
— (X - X)%
i=1

Ces variables sont appelées estimateurs de la variance de X. L’estimateur de
lécart-type est la racine carrée de ces estimateurs.

G2 =

Hormis le facteur ﬁ, on reconnait la définition discréte de la variance. Ces

estimations sont simplement les variances empiriques.

Proposition 2.2.1. Dans les deux cas, l’estimateur est sans biais et convergent :

E[7%] = 0%(X), et lim 3% =02
n—oo

C’est grace au facteur ﬁ que le second estimateur est bien sans biais.

Comme pour tout estimateur, on souhaite donner un intervalle de confiance
pour la variance estimée. On peut le faire si la variable X suit une loi normale.

Proposition 2.2.2. Supposons que X est une variable de loi normale N'(m,o?)
et considérons un échantillon de taille n. o
Sim est connu, notons 52 I’estimation de o%. Si m est estimée par X, notons
o3 lestimation.
(n=1)a3
0-2

—2
noy

Alors les variables —* et
n — 1 degrés de liberté.

suivent la loi du x? a respectivement n et

1l est ainsi possible de déterminer un intervalle de confiance au risque «
pour la variance de X : on trouve des bornes a et b telles que pour la loi du x?,
P([a,b]) = 1 — a. L’intervalle de confiance pour o* est alors

[no—% m%] ou {(n—l)o% (n—1)73
b ’ a

b’ a

2.3 Maximum de vraisemblance
On dispose d’un échantillon z1, ..., x, et on suppose qu’il est la réalisation
de n tirages indépendants d’'une méme loi de densité fy dépendant d’'un para-

métre #. On souhaite estimer 6 & partir de ’échantillon.

La méthode du maximum de vraisemblance consiste & estimer 6 par la valeur
pour laquelle la probabilité d’observer le tirage (x1,...,x,) est maximale.
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Supposons dans un premier temps la loi discréte. la probabilité d’observer
I’échantillon est, d’aprés I’hypothése d’indépendance :

Py(z1,...,2,) = Po(a1) X Py(aa) x - Py(xy,),

les probabilités dépendant du paramétre 6. On cherche alors la valeur de 6 pour
laquelle cette probabilité est maximale.

Dans le cas continu, la probabilité infinitésimale d’obtenir 1’échantillon est

fo(x1) fo(xa) - - fo(xpn)dxidrs - - - day.

On oublie les dz; qui ne dépendent pas de 6 et on cherche & maximiser le reste.
Notons L(0) = fo(x1)fo(x2) - fo(xy,); elle est appelée fonction de vraisem-
blance. On peut commencer par chercher 6 tel que

IL(0) _
5 =0

Il est souvent plus simple de passer par le log. En effet, maximiser Ly est équi-
valent & maximiser In(Ly). Ainsi, rechercher le maximum de vraisemblance re-
vient & chercher 6 tel que

Dheis)
=0.
Jo(x:)

Ol(L(0))

Le plus souvent, cette équation n’a qu’une seule solution que 1’on note 6. Ce 0
est alors ’estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

Prenons un exemple. On cherche a estimer le paramétre A d’une loi exponen-
tielle £(\) dont la densité est f(z) = Ae™** pour x > 0. Pour un échantillon
r1i,...,T, donné, la fonction de vraisemblance L) est alors

LA) = [ e = Ane 2z,
=1

On cherche A maximisant L(A) : In(L(A\)) = nln(A) =AY | z; et sa dérivée en
A est
oln(L(B) n
0 RIS
Cette dérivée est nulle pour

. n
A= ——.
D T

On obtient ainsi l’estimation de A associée a I’échantillon (z1, ..., zy,).
Remarquons que ’estimateur obtenu ici est raisonnable. L’espérance de la loi

E(X) est 1 et notre estimateur est justement A= =.

S| =



Chapitre 3

Tests d’hypotheése

3.1 Généralités

On considére une variable aléatoire dont on cherche & décrire un des para-
métres. On formule une hypothése quant a la valeur de ce parameétre.

Le but d’un test statistique est de confronter cette hypothése aux résultats
obtenus avec un échantillon afin d’accepter ou de rejeter I’hypothése.

Nous noterons Hy I’hypothése formulée ; elle est appelée hypothése nulle.
Toute autre hypothése a laquelle on peut la confronter sera notée H; et sera
appelée hypothése alternative.

Un test d’hypothése est une procédure qui & partir de la donnée d’un
échantillon permet de choisir entre les hypothéses Hy et H;.

Les deux hypothéses n’ont pas le méme statut. Dans le cadre d’un test statis-
tique, on considére toujours que Hy est a priori vraie. C’est cette hypothése qui
est véritablement soumise au test. Si le test aboutit au choix de Hi, cela signifie
qu’on rejette Hy. S’il aboutit au choix de Hy, cela signifie qu’on ne rejette pas
Hy.

Comme la décision repose sur un échantillon considéré aléatoire, le test peut
aboutir & une erreur. On peut estimer la probabilités d’erreur.

Il y a deux erreurs possibles. On appelle erreur de premiére espéce le fait
de rejeter Hy alors que Hy est vraie. On appelle risque de premiére espéce
la probabilité de cette erreur :

a = P(rejeter Hy|Hy est vraie).

On appelle erreur de seconde espéce le fait d’accepter Hy alors que Hy
est fausse. On appelle risque de seconde espéce la probabilité de cette erreur :

B8 = P(accepter Hy|Hj est fausse).

Quand on élabore un test, on tient & contréler la valeur du risque a. En
général on impose v = 0,05 ou a = 0,01. Mais on ne peut dans ce cas peu ou
mal controdler le risque . Plus « est choisi petit, plus 5 sera grand. Le nombre
1 — 5 est appelé puissance du test.

13



14 CHAPITRE 3. TESTS D’HYPOTHESE

3.2 Test de conformité d’'une moyenne

On considére une variable aléatoire d’espérance m inconnue et de variance
o2. On pense que la moyenne m est égale & mg. On cherche & construire un
test permettant, & partir d’un échantillon, d’accepter cette hypothése ou de la
rejeter.

On pose :

H()Zm:mo et Hl:m;«émo.

On considére un échantillon x4, ..., z, de taille n de la variable X et on note
T estimation de m associée.

Y*’I’ng

On sait que sous I’hypothése Hy et si n > 30, Ty ™ N(0,1). Pour un
risque a donné, on a alors

Yfmo

"<

ou t, est obtenu avec les tables de la loi normale. Ainsi, si Hy est vraie, on
devrait obtenir avec une grande probabilité

P(—t <ty)=1-—a,

On peut ainsi proposer le test suivant : au risque «

siT € {mo —ta on accepte Hy

mg + ta on rejette Hy

L’intervalle définissant le test ressemble beaucoup & un intervalle de confiance.
Il est cependant centré en mg et non en 7.

Le principe de ce test est simple : on regarde 1’écart entre la moyenne théo-
rique myg et la moyenne empirique z. L’analyse statistique permet de dire si cet
écart est significativement important. S’il I’est, on peut se permettre de remettre
en cause la valeur de mg.

Slf¢ |:m0—ta

Si la variance o2 n’est pas connue mais est estimée par @2 & partir de 1’échan-

tillon et si n est grand, on peut établir le méme test en effectuant simplement
le remplacement.

Si n est petit et si on suppose que X suit une loi normale, on peut également
définir un test & partir de la loi de Student.

3.3 Test de conformité d’une variance

On suppose que X suit une loi normale (m, 0?). On cherche & tester la valeur
de o et on pense qu’elle est égale & oy :

Hy:0=0¢9 e Hy:o0#o0g.
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2

—2
(n=l)o” est lestimation

On sait que sous I’hypothése Hy, ~ X2_,, 0007

(sans biais) de la variance & partir de 1’échantillon.

On détermine avec les tables un intervalle [a, b] de mesure 1 — « pour la loi
X2_; et on établit le test suivant au risque « :

, } on accepte Hy

2
—_— _J on rejette Hy

3.4 Test de comparaison de deux moyennes

On dispose de deux échantillons de tailles n; et ny. On considérent qu'’ils pro-
viennent de deux variables aléatoires de lois normales N'(my, 0?) et N (ms, 02).
On cherche a tester le fait que leurs espérances sont, égales :

Hosm1:m2 et H1:m15£m2.
Si o1 et 0o sont connues et si hypothése Hy est vraie, alors
X; - X,

On en tire le test suivant au risque « :

~ N(0,1).

si ——= € [~ta,ta] on accepte Hy
7.
ni no
Tl — To
si—2—"2_ ¢ [—t,,ta] on rejette Hy
71 o3
ni | ngp

ol t, est tel que P([—t,,ta]) =1 — a pour la loi N(0,1).

Si les variances ne sont pas connues et si n > 30, le test est le méme en
remplacant simplement oy et oo par leurs estimations.

3.5 Test du y?> d’adéquation

Tous les tests précédents sont des tests paramétriques : on cherche & tester
la valeur d’un paramétre. Nous allons ici tester le fait qu’une variable suive
une certaine loi de probabilité. L’idée est de comparer la répartition des valeurs
de I’échantillon avec la répartition théorique décrite par la densité de la loi
considérée.

Hy : X suit la loi de densité f et  Hjp : X ne suit pas cette loi.
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Pour élaborer le test, on commence par découper R en intervalles disjoints :
R =1L Ul,U---Ul. Pour chaque intervalle I;, on note N; le nombre de termes
de I'échantillon appartenant a lintervalle I; (2521 N; =n).

Pour que le test fonctionne correctement, il faut que pour tout j, N; > 5.
Autrement dit, il faut choisir le découpage de R en intervalles de maniére & ce
que chaque morceau contiennent suffisamment de termes de I’échantillon.

Nous allons comparer ces effectifs aux effectifs théoriques : pour tout j, on
note p; la mesure de probabilité de 'intervalle I; pour la loi testée : p; = P([;) =
flj f(x)dz. Si on raméne ces valeurs a la taille n de ’échantillon, on peut consi-
dérer que les effectifs théoriques des intervalles I; sont les nombres nps, ..., nps.

On calcule alors T' = 25:1 W. Ce nombre mesure un écart entre les
effectifs théoriques et empiriques. Si I’hypothése Hj est vraie, alors la variable T’
suit la loi x7_; (loi du chi-deux & k — 1 degrés de liberté). On peut ainsi établir
un test : pour un risque « imposé, on cherche ¢, tel que P([0,¢,]) = 1 — « pour
la loi X%_r Alors

siT €[0,t,] on accepte Hy
siT ¢[0,t,] on rejette Hy

Si certains paramétres de la loi testée ne sont pas connus et doivent étre esti-
més, la variable T suit alors la loi x7_, . ou s désigne le nombre de paramétres
a estimer pour pouvoir calculer les probabilités p;. Par exemple, si on cherche &
tester le fait que X suive une loi normale (sans rien préciser d’autres), il faudra
estimer les paramétres m et o2 de cette loi normale & partir de I’échantillon et
la variable T suivra la loi x7_;_,.

3.6 Test du y?> d’indépendance

On considére maintenant des échantillons ol deux grandeurs sont mesurées
simultanément. On dispose donc d’un échantillon de la forme (z1,41), ..., (Tn, Yn)-
On suppose que les valeurs x; sont des tirages d’'une méme loi X et que les y;
sont des tirages d’'une méme loi Y. Notre échantillon est donc une suite de ti-
rages du couple (X,Y).

On se demande si X et Y sont des variables indépendantes.

L’hypothése du test est donc
Hy: X et Y sont indépendantes et Hp: X et Y ne sont pas indépendantes.

Le test d’indépendance du y? ressemble beaucoup au test précédent. II re-
pose sur le résultat suivant : si X et Y dont indépendantes, alors pour tout
événement de la forme A x B, P(X € AetY € B) = P(X € AP(Y € B).
Nous allons confronter 1’échantillon & cette propriété.

On classe les valeurs x observées dans r intervalles Iy,..., I, et les valeurs
i, observées dans s intervalles Jy, ..., J,. Pour tous i et j, on note O;; le nombre
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de couples (xy,yr) appartenant a I; x J;. Pour que le test fonctionne correcte-
ment, il faut que la plupart des effectifs O;; soient supérieurs a 5.
Notons également pour tout i, O, Z;Zl O;; le nombre de valeurs ) apparte-

nant a I; et pour tout j, O4; = Zz::l O;; le nombre de valeurs y;, appartenant &
Jj. Si les variables X et Y étaient indépendantes, on devrait idéalement obtenir

Oy _ O 0,104 . .
=i = 2t L ces effectifs théoriques.

n n

X %. On note ainsi E;; =
On calcule alors T = Y7 > ._ . (94=F15)" (6 nombre mesure encore un
i=1 j=1 E;j;
écart entre les effectifs théoriques et empiriques. Si ’hypothése Hy est vraie,
alors pour r et s assez grand, on peut considérer que la variable 7T suit la loi du
x?a (r—1)(s — 1) degrés de liberté.. On peut ainsi établir un test : pour un
risque « imposé, on cherche ¢, tel que P([0,t,]) = 1 — « pour la loi X%T_l)(s_l).
Alors

siT €1[0,ta] on accepte Hy
siT ¢ [0,t,] on rejette Hy



