I3, projet mathématique 2023
THEORIE DES JEUX

On considére un jeu de hasard a deux joueurs. Le premier joueur lance une piéce.
Si c’est pile il a gagné, si c’est face il a perdu. Cependant, il est le seul a connaitre
le résultat du lancer. Il peut alors soit abandonner et céder un euro a l'autre joueur,
soit affirmer qu’il a obtenu pile. Le second joueur a alors deux options : le croire et
lui céder un euro, ou demander une vérification. Dans ce cas, il lui donne 2 euros si
la piéce est bien tombée sur pile ou il recoit 3 euros si le premier joueur a menti.

Le but de ce projet est de modéliser le bluff, ¢’est-a-dire la facon dont le premier
joueur doit mentir pour optimiser ses gains.

Simulations

1. Supposons que le premier joueur ne bluffe jamais. Quelle est alors ’espérance
de gain des deux joueurs?

2. Le vérifier a 'aide de simulations.

3. Que devient le jeu si le premier joueur affirme toujours avoir obtenu pile ?

L’idée géniale de John Nash est de remplacer un jeu a deux options (abandon-
ner ou pas, croire ou pas) en un jeu avec une infinité d’options. Il considére que
les deux joueurs vont choisir au hasard leurs décisions. Le choix de leur stra-
tégie revient a choisir avec quelles probabilités ils tirent au hasard. Lorsque le
premier joueur a tiré face, nous noterons p la probabilité qu’il bluffe (et donc
1—p la probabilité qu’il abandonne). Et lorsque le premier joueur affirme avoir
obtenu pile, le second demandera une vérification avec une probabilité q.

4. Ecrire un programme Jeu(p,q) qui simule un tirage et les décisions des joueurs
puis qui renvoie le gain final du joueur 1.

5. Tester votre programme un grand nombre de fois avec différentes valeurs de
p et g et commenter les résultats.

Equilibre de Nash

L’objectif de chacun des joueurs est de déterminer sa probabilité p ou ¢ de fagon
a optimiser ses gains.
1. Exprimer le gain moyen G(p, ¢) du premier joueur en fonction de p et ¢g. Quel
est le gain moyen du second joueur? Représenter le graphe de la fonction
(P, q) = G(p,q).

Un équilibre de Nash de ce jeu est un couple (po,qo) pour lequel p +—
G(p, qo) est maximal et ¢ — G(po, q) est minimal.

2. Interpréter cette définition. En quoi les valeurs pg et gq sont-elles intéressantes
pour les deux joueurs ?

3. Déterminer I’équilibre de Nash de notre jeu et les gains moyens correspon-
dants.



4. Reéaliser des simulations du jeu avec ces paramétres obtenus. Modifier un peu
la valeur d’un des paramétres; qu’observe-t-on ?

5. Déterminer les équilibres de Nash d’autres jeux. Traiter plusieurs exemples,
notamment des exemples ot il y a plus de deux parameétres a déterminer. On
peut considérer par exemple le Chifoumi (voire une version avec des gains
variés) ou d’autres jeux, on peut méme envisager des jeux a trois joueurs.

Machine learning

On suppose maintenant la piéce biaisée. Notons r la probabilité qu’elle tombe
sur pile.

1. Déterminer le nouvel équilibre de Nash du jeu en fonction de 7.

On considére que seul I'utilisateur connait la valeur de r et nous allons pro-
grammer une méthode permettant a 'ordinateur (qui jouera les deux joueurs)
de trouver les meilleures facons de jouer a partir d’'un grand nombre de par-
ties. Il s’agit ici d’une version trés basique de méthode de machine learning.

Le principe est le suivant :

- Initialement, 'ordinateur choisit arbitrairement deux probabilités p et q.

- On lui fait jouer un grand nombre de parties (ordinateur contre ordina-
teur). A la fin de chaque partie, pour chacun des joueurs, le programme note
le coup choisi (s'il y a eu un choix) et le gain de la partie (positif ou négatif).
En fonction de cela, il augmente ou diminue chacune des probabilités p et
g d’un certain pas (ou ne change rien s’il n'y pas eu de choix). On pourra
commencer avec un pas de 0,01 et 'abaisser ensuite. La modification de p et
q peut éventuellement étre proportionnelle a la valeur du gain.

2. Ecrire un programme qui simule n parties et modifie aprés chaque partie les
probabilités p et ¢ en fonction du résultat.

3. Représenter les évolutions de p et ¢, ainsi que des gains au fur et & mesure
des parties. Recommencer en modifiant r, les conditions initiales et le pas.

4. Comparer vos résultats avec les résultats théoriques. Cette méthode d’ap-
prentissage fonctionne-t-elle bien ? Retrouve-t-on nos équilibres de Nash ?

5. On peut essayer d’améliorer le programme : on modifie p et ¢ non seulement
en fonction du résultat de la derniére partie mais également en fonction des
statistiques accumulées au cours des parties précédentes.



