I3, Probabilités novembre 2016

DEVOIR

Exercice 1 : probléme du collectionneur (4 pts)

Dans chaque paquet de céréales, une vignette est offerte. Il y en a trois différentes a collec-
tionner.

1. Aprés avoir obtenu la premiére vignette, combien de paquets en moyenne doit-on acheter
pour obtenir une vignette différente 7
Indication : on reconnaitra une loi usuelle.

2. Combien ensuite faudra-t-il acheter de paquets en moyenne pour obtenir la derniére
vignette 7

3. Généraliser au cas de n vignettes : quel est le nombre moyen de paquets qu’il faut acheter
pour avoir une collection compléte de n vignettes?

On achéte des paquets jusqu’a ce qu’on ait obtenu toutes les vignettes : cela ressemble a un
probléme de loi géométrique. Commencons par bien fixer le cadre. On suppose que les vignettes
présentes dans les paquets successifs sont indépendantes et que les 3 vignettes différentes sont
équiprobables.

Aprés avoir obtenu une premiére vignette, on a donc pour chaque paquet une probabilité
de 2/3 d’obtenir une des deux autres vignettes. Si on note X5 le nombre de paquets nécessaire
pour obtenir une vignette différente, alors X, suit la loi géométrique de paramétre 2/3. Son
espérance est 3/2 et il faut donc acheter en moyenne 1,5 paquets de plus pour obtenir deux
vignettes différentes.

Une fois cette seconde vignette obtenue, on a a chaque nouveau paquet une probabilité
1/3 d’obtenir la troisiéme vignette. Si on note X3 le nombre de paquets nécessaire pour cela,
alors X suit la loi géométrique de paramétre 1/3. Son espérance est 3 et il faut en moyenne 3
paquets supplémentaires pour obtenir la collection compléte. On obtient ainsi un total moyen
de 1+3/2+4 3 = 5,5 paquets.

Généralisons avec n vignettes différentes équiprobables et indépendantes. Une fois k vi-
gnettes différentes obtenues, le nombre de paquets nécessaire pour obtenir une k£ + 1-éme est
la loi géométrique de paramétre (n — k)/n dont I'espérance est n/(n — k). On obtient que le
nombre total moyen de paquets & acheter pour obtenir une collection compléte est
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Exercice 2 : méthode des moindres carrés (16 pts)

On sait que deux grandeurs z et y sont proportionnelles : y = ax avec a € R. On cherche a
déterminer la valeur de a.



On s’est donné deux valeurs pour = : x1 = 2 et x5 = 4. Puis on a mesuré les valeurs y;
et yo correspondantes. Mais ces mesures sont perturbées par un bruit supposé aléatoire. Leurs
valeurs sont ainsi décrites par des variables aléatoires

Yi=2a+¢ et Yy=4a+ ey,

oll €1 et g9 sont deux variables indépendantes de méme densité f définie sur R, d’espérance
nulle et de variance 1 : E(¢) =0 et V(e) = 1.

[. Estimation de a
On cherche a estimer a a partir des valeurs obtenues pour Y] et Y5. Comme a représente

le rapport entre y et z, on pourrait logiquement estimer a par les rapports % et %, ou
1

2(% + %) Mais est-ce la meilleure facon de

pourquoi pas, par la moyenne des deux :
procéder ?

On propose d’estimer a par la valeur
A= aYy + 5}/27

oll a et 3 sont des nombres réels. On impose les conditions suivantes pour que ’estimation
soit, la meilleure possible :

E(A)=a et V(A) est minimal.

1. En quoi les conditions imposées impliquent que A permette d’obtenir une bonne es-
timation de a?

On veut estimer a. Le fait que A vaille en moyenne a semble étre un minimum. Ce
n’est peut-étre pas nécessaire mais c’est une condition naturelle. On aimerait surtout
que la valeur de A soit la plus proche de a. Autrement dit, on veut que A se disperse
le moins possible autour de a. C’est exactement ce que mesure la variance et on désire
donc que V(A) soit minimal.

2. Montrer que les conditions impliquent que o = 1—10 et B = %

A = aY1+8Ys = (2a+48)a+ae,+ Bey. Donc E(A) = 2a+48)a+aE(e;)+E(ey) =

(2a+ 45)a. Pour que E(A) = a il faut que 2a 4+ 43 = 1.

D’autre part V(A) = V(agy) + V(Be2) = a?V(e) + *V(eq) = a? + 5%

On souhaite donc minimiser o 4+ 3% avec la contrainte 2o + 43 = 1. Cela revient a

minimiser (% —2/3)%+ 2. Une simple étude (avec une dérivation par exemple) permet
1

. _ 1 . _
d’obtenir § = ¢ puis a = ;.

3. On obtient § > «. Cela signifie que pour estimer a, on donne plus de poids a la

mesure Y, qu’a la mesure Y;. Expliquer briévement pourquoi c’est judicieux pour
obtenir une meilleure estimation de a.

Cela peut bien se comprendre graphiquement. On cherche une droite passant par
l'origine. Si on se place a une abscisse proche de 0, une incertitude sur 'ordonnée
peut beaucoup modifier la pente de la droite correspondante. En revanche a une



I1.

abscisse élevée, I'incertitude sur 'ordonnée ne peut modifier que légérement la pente
de la droite. C’est pourquoi la valeur de Y, fournit une information plus stre sur la
valeur de a que la valeur Y;. On lui accorde donc plus de poids.

Remarque : les valeurs obtenues pour a et 3 correspondent exactement auz valeurs qu’on
obtient quand on ulilise la méthode des moindres carrés pour obtenir la meilleure droite
linéaire & partir des deuz points (2,Y1) et (4,Y2) obtenus. Notre étude justifie que cette
méthode est en un sens la meilleure.

Loi de A
On considére désormais la variable A = 11—0Y1 + %Yg obtenue dans la partie précédente.

1. Supposons pour commencer que & et & suivent la loi normale A(0,1). Quelle est

alors la loi de A?

A=a+ %51 + %52. On sait qu’une combinaison linéaire de lois normales indépen-
dantes est encore une loi normale : £,/10 ~ N(0,1/100) et £5/5 ~ N(0,1/25). Donc
A ~ N(a,1/20).

. Déterminer dans ce cas la valeur de n pour laquelle P(|A —a| < 7n) ~ 0, 99.

On se raméne a la loi V(0,1) : 1/\‘%2‘0) ~ N(0,1). Alors P(|JA—a| < 1) = P(v/20|A—

al < v/20n) = 2F\(v/20n) — 1 =~ 0.99. Donc Fxr(v/20n) ~ 0.995 et v/20n ~ 2.58. On
obtient 1 &~ 0.58. Autrement dit, on garantit avec notre méthode une précision sur a

de 'ordre de 0,6.

. Dans le cas général, on détermine la loi de A en utilisant la densité f de &; et &s.

Soit t € R. Déterminer l'expression de la fonction de répartition F4(t) sous forme
intégrale en fonction de la densité f.

A=a+te;+ te. Alors P(A<t) =P(5561 + 262 <t —a).
Les variables €1 et €5 sont indépendantes de méme densité f. L’événement ci-dessus
correspond graphiquement a la région du plan située sous la droite d’équation {5+% =

5
t — a. Ainsi

+oo  ph(t—a)—x/2
pa<n-[ [ 1) F(y)dyda.

IV. Généralisation

On effectue maintenant n mesures en n points x1,...,x,. On obtient & chaque fois une
valeur Y; = az; + ¢;. La méthode des moindre carrés permet d’estimer a par la variable

A — Z?:l ‘rl}/z
Z?:l 7

On aimerait déterminer le nombre de points n qu’il faut considérer pour assurer avec un
risque de 1% que |A — a] < 1072

1. Donner E(A) et V(A).



E(4) = 22500 Or B(Y;) = ax; + B(&) = a;, done B(A) = H25 — .

De méme, en utilisant V(Y;) = V(&;) = 1 et le fait que les variables afin- sont indé-

.Y, n 2
pendantes, V(A) = Z(LZ_;V(Q)YQ) _ Z@:; LVZ(;;) _ n11 y
i=1 %5 i=1%; i Z3

. Pour quelle raison les variables x;Y; ne satisfont pas les hypothéses du théoréme cen-
tral limite 7

11Y] = ax? + 11E2 et 1,Ys = ax3 + 127 ne suivent pas la méme loi si z; # £, (on
voit par exemple que leurs espérances ax? et ax3 sont différentes). Les variables z;Y;
bien qu’indépendantes ne sont donc pas iid et le théoréme ne s’applique pas.

. A Taide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une condition sur les z; qui
garantisse la précision demandée.

On souhaite obtenir P(]A — a| < 1072) > 0,99. Prenons I'événement contraire :
P(|A—a| > 10* ) < 0,01. Or d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P(]A —
al > 107%) < (10 2)2 Si V(A) < 0,01-107* = 107°% on obtient le résultat attendu.
Or V(A) = Z?:ll > et on peut donc conclure que si > x? > 105 on est certain

d’obtenir une approxnnatlon de a & 1072 prés avec un risque de 1%.

Afin de pouvoir utiliser le TCL, nous allons simplifier notre probléme en considérant
tous les nombres z; égaux a z. La variable A devient alors A = a + - Zl 1 €

. A l’aide du théoréme central limite, déterminer une condition sur n et T qui permette
d’obtenir la précision demandée.

Qu’obtient-on pour x =2 et x =47

Les variables &; sont iid d’espérance 0 et variance 1. Si n est assez grand, on peut

considérer que le—f suit & peu prés la loi N(0, 1).

Alors P(IA —a| <1072) = P(|L Y0, o < 1072) = P(| 4 Y0 2] < 1020y/) ~
2F 5 (107%2+/n)—1. On souhaite obtenir une probabilité de I'ordre de 0, 99. On obtient
10~%2y/n & 2,58 et donc n ~ “8810%,

Pour x = 2, on obtient n =~ 16600 et pour x = 4, n ~ 4200. Moins de valeurs sont
nécessaires pour x = 4 car on a vu que plus x est grand, plus la valeur de Y obtenue
fournit une estimation fiable de a.



