GE3-GCE3, Probabilités avril 2012

CORRIGE DU CONTROLE

Exercice 1 : Désintégration d’atomes radioactifs

On dispose d’un matériau radioactif. On souhaite étudier la désintégration de ses atomes.
On note X le nombre d’atomes désintégrés en une heure. On suppose que X suit une loi de
Poisson de paramétre 5. On pensera a utiliser les tables de la loi de Poisson.

1. On calcule
P(X =0) =e " ~ 0,0067.

P(X>8)=1-P(X <8 =1—-F(7)~1-0,867 = 0,133,

2. Les variables X et Y ne sont clairement pas indépendantes. Si il n’y a pas de désintégra-
tion, I'appareil ne se déclenche pas: X =0 = Y = 0.

Ainsi, P(X =0)Nn(Y =1))=0#P(X =0)P(Y =1).
3. D’aprés I'énoncé, P(Y = 0|X =n) = (0,6)". Donc

—+oco —+o00 n —+oo n
Py =0) =Y P((Y = 0)N(X =n)) = 265%x(0,6)" _ 652% e 0,135,
n=0 n=0 : n=0
4. On calcule
P((X = Y = P(X =
P(X =0]Y =0) = ( 0) N ( 0)) = ( 8; =e 3 ~0,050.

P(Y =0) P(Y

Si appareil était parfait, on aurait dii obtenir une probabilité égale a 1.

5. On calcule
P((X >8)N (Y =0))

P(Y =0/X >8) =
v =0/x > 8) 220l
OrP((X >8)N(Y =0))=>r%e L x(0,6)" =e 2> % e 32, On reconnait une loi
de Poisson de paramétre 3. Comme > 1> ¢330 =1 — ST ¢=33% on peut obtenir cette

valeur du second facteur dans la table de la loi de Poisson : P((X > 8)N (Y =0)) =
e 2(1 — x0,998). Et finalement

e=2(1 — x0,998)
0,133

P(Y = 0|X >8) = ~ 0,002

Si appareil avait été parfait, on aurait di obtenir 0.

6. On constate que si 'appareil ne se déclenche pas, il est difficile d’affirmer qu’il n’y a pas eu
de désintégration. L’appareil de détection est donc sévérement mis en défaut. Cependant,
s’il y a eu un nombre suffisant de désintégrations, la probabilité qu’il ne se déclenche pas
devient tres faible. Il n’y alors presque plus d’erreurs. On peut conclure que cet appareil
détecte bien le fait qu’il y eu des désintégrations s’il y en a eu un certain nombre. S’il y
en a trop peu, il y a des chances qu’il ne détecte rien.



Exercice 2 : Produit de nombres aléatoires

Soient X et Y des variables aléatoires suivant la loi uniforme ([0, 1]). Soit Z = XY Le
but de cet exercice est d’étudier la loi de Z.

1. L’ensemble recherché est la région située sous la courbe ci-dessous (il s’agit de ’hyperbole
d’équation y = L).
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2. Soit t € R.

Fot) =P(Z <1) = P(XY < 1) =P(Y < 4).
Comme X et Y sont indépendantes, de méme loi uniforme sur [0, 1], cette probabilité est
égale a l'aire de la région du carré [0, 1]* définie dans la question 1.
Si t < 0, cet ensemble est vide et Fz(t) = 0. Si ¢t > 1, tous les couples (z,y) de [0, 1]
vérifient y < % et I’ensemble est donc le carré lui-méme d’aire 1.
Enfin, si 0 < t < 1, l'aire de 'ensemble est composée de I'aire d’'un rectangle de cotés ¢
et 1 et de I'aire sous la courbe y = % pour z entre ¢ et 1. On calcule cette seconde aire &
'aide d’une intégrale et on obtient Fz(t) =t + j;l Ldx =t —tln(t).
On peut conclure

0 sit <0
Fz(t)=<¢ t—tIn(t) sit€]0,1]
1 sit>1
3. La densité de Z est donnée par
0 sit<0
F2(t) = Fy(t) = { —m(t) sit€o,1]
0 sit>1



4. Les tirages x et y effectués avec la fonction rand sont censés étre indépendants et suivre
la loi uniforme sur [0, 1]. Ainsi la probabilité recherchée est donnée par

1 1 1 1 1
P(zy > 2) P(Z > 2) 1 FZ(Q) 573 In(2) ~ 0,15
5. . , )
> —2t*In(t) +t* 1
E[Z] :/ th(t)dt:/ —tln(t)dt:[ n(t) + } ==
—00 0 4 0 4
Remarque : comme X et Y sont indépendantes, on doit obtenir E[XY]| = E[X]E[Y].
C’est bien le cas : + =1 x L.

6. La variable X suit une loi uniforme dont la densité est la fonction constante 1 sur [0, 1].
Ainsi, par le théoréme de transfert

EXY]=E[X - X?] = /O (x — 2?)dx = %

On ne retrouve pas le résultat de la question précédente. En effet, les variables X et Y ne
sont clairement pas ici indépendantes. Les résultats des questions précédentes ne peuvent
donc pas s’appliquer.



Exercice 3 : Saturation d’un point d’accés & internet

1. p=P(S > 1000).

2. Les variables X; suivent la loi de Bernouilli de paramétre 0,2 : Vi, X; ~ (0, 2). La variable
S est une somme de Bernouilli indépendantes. Elle suit la loi binomiale de pramétres 5000
et 0,2 : .S ~ B(5000, 0,2)

3. Il y a n = 4000 abonnés. En particulier, n > 30. De plus, S est une somme de variables
indépendantes d’espérance 0, 2 et d’écart-type 0 = /0,2 x 0,8 = 0,4. D’aprés le théoréme
central limite

S —0,2n

oa ~ VO,

S—0,2n 1000 — 0,2
p:Pw>1mm=P< =1 ’">

0.4vn ~  0.4vn

Avec n = 4000, 108(1_\/0#2” ~ 7,9. Donc p &= 1—F(7,9). D’aprés les tables de la loi normale,

cette probabilité est trés proche de 0. Le point d’accés n’a presqu’aucune chance d’étre
saturé avec seulement 4000 abonnés.

4. On souhaite avoir p = 0,01. On cherche donc n tel que

S —0,2n 1000 — 0, 2n
P ’ > . =0,01.
( 0,4y/n 0,4v/n ) ’

On doit avoir 1 — F)r (%) = 0,01. D’aprés les tables, on obtient

1000 — 0, 2n
0,4v/n

Cette équation revient a 0,2n + 2,33 x 0,4+/n — 1000 = 0. C’est une équation de degré 2
en y/n. On la résout et on trouve

= 2,33,

n = 4681.

En tolérant un risque de 1% qu’il y ait saturation, le point d’accés peut desservir jusqu’a
4681 abonnés.



