G3-GC3-GCE3, Probabilités novembre 2014

CORRIGE DU DEVOIR

Exercice 1 (4 points)

On considére une variable aléatoire X dont la densité de probabilité est représentée ci-
dessous.
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Estimer graphiquement les nombres suivants :
— la probabilité P(X > 0) : de 'ordre de 0,5.

— Despérance E(X) : de l'ordre de -1, -1,5.
— Décart-type o(X) : de l'ordre de 6.

— la probabilité conditionnelle P(X > —7 | X < —3) : de lordre de 0,5.

Exercice 2 : guichets saturés (5 points)

On considére un centre d’appels avec n opérateurs. On note A le taux d’appels, c¢’est-a-dire
le nombre moyen d’appels par minute. Si n + 1 personnes (ou plus) appellent durant un méme
laps de temps court, le centre sera saturé. On cherche & évaluer en fonction de n la probabilité
de saturation.

Le temps écoulé correspondant & n+ 1 appels successifs est modélisé par la variable aléatoire
T dont la densité est donnée par la loi d'Erlang :
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On considére A = 3 et n = 2 (sauf dans la question 4 ot n = 3).

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
f est une fonction positive et [ f(¢)dt = [,"* 1te™"/? =1 en utilisant la primitive donnée.

2. Calculer I'espérance de T.



= [tf(t)dt = [ 12e¥/? = 4 minutes.

3. Compte tenu du temps moyen des appels et de 'attente possible des personnes, on estime
que le centre est saturé si n + 1 personnes appellent en moins de 2 minutes.
Calculer la probabilité que le centre soit saturé.

Le centre est saturé si 3 personnes appellent en moins de 2 minutes. Or T’ repxesente le
temps correspondant a 3 appels. On cherche donc a estimer P(T < 2) fo t)dt =
1—2/e~0.26. Il y a donc 26% de chances que le centre soit sature

4. Calculer cette méme probabilité avec n = 3 opérateurs. Comparer avec le résultat précé-
dent.

On recommence avec n = 3. Le centre est alors saturé si 4 personnes appellent en moins de
2 minutes. La probabilité associée est P(7T" < 2) fo = 2 e 4/2 =1-5/2e ~ 0.08.
Il y a 8% de chances que le centre soit sature La presence d un operateur supplémentaire

a fait diminuer le risque de saturation de facon conséquente.

1t 2 2t 2
Primitives utiles : /te_”dt =e M (_ﬁ - X) ; /th_Mdt =N (_E b vin X) .

Remarque : la loi d’Erlang est réellement utilisée pour déterminer le nombre d’opérateurs
nécessaire pour le bon fonctionnement des centres d’appels.




Exercice 3 : assurances (9 points)

On considére un assureur qui dédommage a hauteur de 5000 euros les biens (voiture ou
biens mobiliers par exemple) de ses assurés. On souhaite évaluer le montant de la prime d’as-
surance permettant au systéme d’assurance de fonctionner. Le modéle proposé considére que
les accidents sont des événements aléatoires et indépendants.

On suppose que pour le type de bien considéré, les ordres de grandeur (en euros) des si-
nistres et les probabilités que ceux-ci se produisent au cours d’une année sont donnés par le
tableau suivant.

Valeur du sinistre | 0 | 100 | 500 | 1000 | 2000 | 5000
Probabilités | 0,95 | 0,03 | 0,01 | 0,005 | 0,003 | 0,002

Il y a N assurés. Pour chaque assuré i, on note X; la valeur du sinistre qu’il a subi. La
somme totale qu’aura remboursée 1'assureur durant ’année est ainsi donnée par la variable
N
5= Xi
Enfin on note k la prime d’assurance en euros, c¢’est-a-dire ce que chaque assuré paye a
I’assurance chaque année.

1. Calculer grace au tableau E(X;) et V(X;).
Indication : on doit obtenir un écart-type o(X;) ~ 263.

m =29 et V = 68959.
2. Ecrire le théoréme central limite pour la variable S.

Les variables X; sont iid. Si N est bien supérieur a 30, on peut appliquer le TCL et dire

que Sof\jvﬁm suit & peu prés la loi N'(0,1) avec m = 29 et o = 263 : gg\%\\[/ ~ N(0,1).

3. 'y a N = 5000 assurés et la prime d’assurance est fixée a k = 32 euros.
Evaluer la probabilité p que le bilan global sur 'année de I’assureur soit positif.

Le bénéfice de 'opérateur est kN — S. On cherche la probabilité qu’il soit positif :

S —29N kN — 29N kN — 29N
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On obtient ainsi que la probabilité que le bilan soit positif est approximativement F) (0, 81) ~
0.79.

P(kN — 5§ > 0) = P(S < kN) = P(

4. Avec N = 5000, déterminer la prime d’assurance que doit fixer ’assureur pour que p soit
de 'ordre de 0, 95.

Reprenons le calcul précédent : P(S — kN > 0) = FN(R%;\%V). On souhaite que cette
probabilité soit égale a 0,95. On veut donc obtenir FN(ké\é;\Q/%N) = 0,95. Cela implique

ké\é;j%v ~ 1,65. Et pour N = 5000, on déduit k& ~ 35 euros.

5. En maintenant la prime & 32 euros, déterminer le nombre N de personnes qu’il faudrait
assurer pour avoir p de 'ordre de 0, 95.

Le probléme est le méme que dans la question précédente. On veut avoir F N(ké\é;\z/%v ) =

EN—29N _ . N )
0,95 donc VN 1,65. Pour k = 32 euros, on obtient N ~ 20900 assurés.




