GE3-GCE3, Outils Mathématiques 2010

CONTROLE 1

Exercice 1
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VreR f(z)= Z(—l)”—

T sin(nx).

n=1
1. La fonction f est une somme de fonctions 2m-périodique impaires. Elle est donc clairement
2m-périodique et impaire.
De plus on reconnait dans son expression une série de Fourier. Ses coefficients de Fourier

sont donc
n

n? +a?’
2. La fonction ¢ étant continue par morceaux, elle admet une décomposition en série de
Fourier. Elle est impaire, donc seuls ses coefficients de Fourier b,, sont non nuls, et

1" _1)ntt
b, = —/ gsin(nx)dx = L

Yn >0, a,=0, Vn >0, b,=(—-1)"
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La série de Fourier de g est donc

+0o ( 1)n+1
Sy(z) = Zl . sin(nx)
3. Comme nous connaissons les séries de Fourier de f et g, on en déduit immédiatement
celle de h :
By n iy (=11 <= —a?
Sh(x) = ;<—1) m Sln(nﬂ?) + ; T Sln(nl’) = ;(—1) m Sll’l(nx).

4. La fonction h étant de classe C?, on peut montrer que A" est impaire comme h et que si
cela a un sens, leurs coefficients de Fourier sont liés par la relation b, (h") = —n2b,(h) (on
démontre cela avec une double intégration par parties, mais il est également possible de
dériver simplement la série de Fourier de h). On obtient ainsi

+o00 na2 .
Sh” (LU) = Z(—l)nm Sln(nx).
n=1

Cette série est bien convergente pour tout x et définit donc bien une série de Fourier.
Si on avait appliqué le méme raisonnement & la série de f, on aurait obtenu une série
divergente qui n’aurait pas été la série de Fourier de f”.

De plus h” étant continue sur | — 7, 7|, elle est égale d’aprés Dirichlet a sa série de Fourier
sur cet intervalle. On peut alors conclure que h” = Sy» = a®f sur | — 7, 7.

5. D’autre part, les fonctions h et g étant de classe C? sur | — w,7[ il en est de méme
pour f et f” =h" — ¢” sur cet intervalle. Or ¢” est nulle. Donc sur | — 7, 7], on obtient
f// — h// — a2f.

C’est une équation différentielle d’ordre 2 & coefficients constants. Comme a? > 0 on
obtient que f est de la forme

f(z) = Ae®™ + Be ",



6. De plus, f(0) = > "> (—1)"

2oz sin(0) = 0 Donc A+ B =0 et donc B = —A.

Enfin, le coefficient b; de f est égal a — Calculons-le avec la nouvelle expression de

1+ T+aZ"
f en remarquant qu’il est égal a la partie imaginaire de - ffﬂ f(z)e*dx.
i , ety e oty A
A — Ae e dr — A o T s\ pam Ne Y
/ﬂ( e e e dx [a—l—i —a—i—i]_” —1—a2<(a 1)e*™ + (a+1i)e )
On doit donc avoir
1 A

_1+a2:7r(1+a2)(6 —e ).

Donc
B T
~ 2sinh(ax)’
et la fonction f est donc la fonction 27-périodique impaire qui vaut
sinh(ax)
flo) =m———
sinh(am)
sur l'intervalle | — 7, 7[.

Exercice 2

1. Les dérivées 8TL et a Y T étant toutes deux nulles, T}, est solution de I’équation de la chaleur.

D’autre part, pour tout t, Tr(0,t) =0 et TL(Q, t) =1, donc T}, est solution des équations
1et 2.
Réciproquement, soit 7" une solution indépendante de ¢. Cela signifie que %—7; = (. Donc
d’apreés I'équation de la chaleur, on doit avoir ‘327:5 = 0. On intégre cette derniére équation :
‘3—: = a, a étant une constante par rapport a la variable x. On intégre de nouveau :
T(z,t) = ax + b, b étant aussi une constante par rapport a z. Comme 7" ne dépend pas
de t, a et b n’en dépendent pas non plus et sont des constantes réelles. Enfin, comme
T(0,t) =0 et T(2,¢) = 1, on trouve a = 5 et b = 0. Donc T' = T}, et T}, est bien la seule
solution indépendante de t.

2. Les fonctions T et T}, vérifiant ’équation de la chaleur, il en est clairement de méme pour
T. Regardons les conditions au bord : pour tout ¢, 7(0, t) T(0,t)—=T.(0,t) =0—-0=0et

T(2,t) =T(2,t)=TL(2,t) = 1—1 = 0. Enfin, a t = 0, T, 0) =T(x,0)—Tg(z,0) =1-3.

3. On remarque que 7 satisfait les conditions du probléme étudié en cours. On sait ainsi que
T est de la forme
T(x,t) = S5 Ay Sln(T7r z)e ()
avec pour tout k, A = fo (1 —£)sin(%x)dz. On obtient A, =

2

Donc T({L‘, 1',‘) = —,:o? ki Sln(k2 J])e_t(%)Q’ ot

X = 2 . k7T t(l)
T(x,t):§+zgsm( x)e 2 ),

k=1

4. Quand t tend vers +o00, les exponentielles convergent vers 0. Plus précisemment

—+00

x 2 x) k
|Z — sin (5 5 < Z —\ sm(—m)\e*t(k < e U3 Z k—] sin ;:c)] — oo 0

k_
Donc la série converge vers 0. La température limite dans la barre se répartit donc selon

la fonction Ty, = 5



