GM2-Miq2-P12, Mathématiques Juin 2022
CONTROLE 2

Le seul document autorisé est une feuille manuscrite.
Toutes les réponses doivent étre correctement rédigées et rigoureusement justifiées.
Le bareme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 : aire d’un squircle (7 points)

Un squircle (fusion de "square” et "circle” en anglais) est une C
courbe ressemblant a un carré arrondi, que 'on retrouve dans le
design actuel (notamment dans des logos). Le but de cet exercice
est d’en étudier le plus classique, la courbe C ci-contre définie par D
I’équation cartésienne

x4_+_y4 — 1. -1 1

Nous souhaitons notamment déterminer l'aire qu’elle délimite.
Comme il est impossible de 'obtenir analytiquement, nous nous
contenterons d’expressions sous forme intégrales. -t

L’aire recherchée est, pour des raisons de symétries évidentes, égale au quadruple de laire
de la partie D grisée sur la figure. Nous proposons trois méthodes : pour chacune, il s’agira
de conclure avec I'expression de l'aire A(D) sous forme d’une intégrale simple.

1. Paramétrer le domaine D puis exprimer l'aire de D sous forme intégrale a 1'aide du

théoréme de Fubini.
Le domaine D est délimité par les courbes d’équations x =0, y = 0 et y* =1 — 2 i.e.
y=(1—2M)Y* Ainsi D = {(z,y); 0< 2 <1, 0<y < (1 -2} Donc

A(D) = / /D Ldady — / 10 /y (10

2. Montrer que la partie de C qui borde D peut étre paramétrée par (t) = <\/cos(t), \/sin(t)>
avec t € [0, 7.

x4)1/4

1
ldydy = / (1 —a*)Y4de.
0

Vérifions que ~y(t) est bien un point de C :
(v/cos(t))* + (1/sin(t))* = cos®(t) + sin®(t) = 1.

Ainsi, pour tout ¢, y(t) satisfait ’équation définissant C, donc y(t) € C.

D’autre part, v(0) = (1,0) et y(5) = (0,1). Lorsque ¢ parcourt U'intervalle [0, 7], v(t)
parcourt la courbe C du point (1,0) au point (0,1). Il s’agit bien de la partie de C qui
borde D.

3. Exprimer de nouveau l'aire de D sous forme intégrale en utilisant le changement de
. r = ry/cos(t)
variable

y = r4/sin(t)



Le domaine D est bien défini par ces nouvelles variables avec r €]0,1[ et ¢ €]0, Z[.
Calculons le jacobien du changement de variables :

rsin(t)
T cos(?) T oeosmy|  reos(t)y/cos(t)  rsin(t)y/sin(t) r
rt) = - T COS = - = : :
sin(t) Tn(lt()t) 24/sin(t) 24/ cos(t) 24/ cos(t) sin(t)
Ainsi

1 w/2 r /2 1
AD://ldd:/ / 1- dtdr = dt.
(D) D e r=0Jt=0  24/cos(t)sin(t) ' t=0 44/cos(t)sin(t)

4. Exprimer enfin l'aire de D en utilisant la paramétrisation v et la formule A = [ zdy.
On précisera bien les conditions d’application de cette formule.

Cette formule s’applique & une courbe fermée orientée dans le sens trigonométrique. La
courbe C n’étant pas fermée, il faut la compléter :

1 Cl

C2\r D

Cs !

La courbe C; est paramétrée par v (qui respecte bien l'orientation), Cy est paramétrée
par y2(t) = (0,t), t € [1,0], et C3 est paramétrée par v3(t) = (¢,0), ¢ € [0, 1]. Alors

/2 ¢ 0 1
= cos(t) L()dt + [ 0-1dt+ / t-0dt
0 24/sin(t) 1 0
w/2
_ / cos(t)/cos(t) &t
0 24/sin(t)

Dans les trois cas, on obtient une aire totale du squircle approximativement égale a 3, 70815.

Exercice 2 : fenétre de Viviani (6 points)

La courbe ci-contre est 'intersection de la sphére unité
S d’équation cartésienne

P +yt4 =1

et du cylindre C' d’équation

source : mathcurve.com



Nous notons C la partie de cette courbe située dans le demi-espace z > 0 (c¢’est la courbe
fermée « du haut »).

1. Soit &i(x,y,2) = (—y,x,z). Calculer la circulation de F; le long de C, a I'aide de la
formule de Stokes appliquée a une surface bien choisie.

Le rotationnel de @; est donné par rotey;(x,y, z) = (0,0,2). Considérons, sur la figure,
la partie du cylindre située au-dessus de la courbe C, et « refermons-la » avec un disque
(ala hauteur z = 1 par exemple). Cette surface Sy constituée de ce cylindre et du disque
est une surface dont le bord est la courbe fermée C.

Orientons arbitrairement la courbe C :

La surface S; doit alors étre orienté ainsi pour appliquer la formule de Stokes : le
cylindre est orienté vers I'extérieur et le disque est orienté vers le haut. Alors

/¢1~d2:// r8t¢1~d3': / ratgol-dTS'Jr// r5t¢1~d3'.
C S1 cylindre disque

Or rotep; est tangent au cylindre et normal au disque de norme constante 2. En tenant
compte de son sens et de l'orientation, on conclut :

/@1~d?:O+2-A(disque) = g
c

2. Faire de méme avec le champ @y (z,y, 2) = (y, x, 2%+ y? + 22).

Cette fois, rotpy(x,y,2) = (2y, —2x,0). On reconnait un champ tournant autour de
laxe Oz. On choisit cette fois comme surface Sy de bord C la portion de la sphére
délimitée par C. En conservant la méme orientation de C, on oriente S5 vers I'extérieur
de la sphére. Alors, comme ratwg est tangent a la sphére, on obtient

C Sa

La fenétre de Viviani est la partie I’ de la sphére S délimitée par la courbe C. Nous
allons la paramétrer afin d’en calculer I'aire.
Nous savons que la sphére S est paramétrée par

(0, ¢) = (cos(@) cos(h), cos(¢) sin(6), sin(¢)) , 0cl-mmx, ¢pc[-5, 5]



3. Montrer que la partie F' est le sous-ensemble {1(0,¢) | — 5 <O < Fet 0] <o <
<

Indication : pour étre o lintérieur du cylindre C, il faut satzsfazre (x — ) + 92
Nous cherchons les points de la sphére qui sont situés a I'intérieur du cylindre et dans le
demi-espace supérieure défini par z > 0. Soit (6, ¢) un point de la spheére. Il satisfait

la seconde condition si sin(¢) > 0, donc si ¢ € [ 2]
11 satisfait la premiére condition si (z — 3)? +y* < 1, donc si

(cos() cos(0) — 2)? + (cos(¢) sin(0))? <

=

Aprés développement et simplifications, cette inégalité conduit a cos?(¢) < cos(¢) cos(6).
Or cos(¢) > 0 car ¢ € [0, 7], donc on déduit cos(¢) < cos(&) En particulier, on obtient
cos(#) > 0 donc 6 € [—5, 7. Et les variations de cos sur [—7, 7] permettent de montrer
que cos(¢) < cos(f) équivaut & ¢ > |#|. On obtient bien les conditions demandées.

4. Calculer I'aire de la fenétre de Viviani. On admet que 1’élément d’aire associé & notre
paramétrisation de la sphére est donné par dS = | cos(¢)|dfde.

L’élément d’aire a été obtenu en calculant H— A —H L’aire de S est donnée par

8¢ O

o asas

- /9_2_3 /(:w' | cos(¢)|dgdd
= [ ooy [7 [ oo
N =0Jg=

o T
:/ 1 —sin(—0) d0 + /2 1 —sin(f) do
0

0=0

Exercice 3 : série de Fourier d’une dérivée (9 points)

Soit f une fonction 27-périodique admettant une décomposition en série de Fourier :

+o00
f(t) = Z cne™
n=—00
1. Supposons que les coefficients ¢, satisfont : IX € Ry ,Vn € Z*, |c,| <
+0o
Justifier alors que f est dérivable sur R et pour tout ¢ : f'(t) = Z inc,e™
n=-—oo

Appliquons le critére de dérivation des séries de fonctions. Chaque terme de la série
t — cpe™ est une fonction de classe C' sur R. Sa dérivée est ¢t — inc,e™. D’aprés



. A
’hypothése, pour tout ¢, |[inc,e™| = |nc,| < —. Or la série de terme général —
n n

est convergente. Ainsi la série Y inc,e™ converge normalement. D’aprés le critére de
dérivation, la fonction f est dérivable sur R, et sa dérivée est :

“+oo

f'(t) = Z cnine'™.

n=—oo

2. Analyser le résultat précédent en termes de fréquences :

Quelle relation lie les coeflicients de Fourier de len(f)]

f"aceux de f 7 Soit f la fonction dont le spectre

est représenté ci-contre (en module). Représen-

ter 'allure du spectre de sa dérivée f'.

Comment sont transformées les basses et les ' ] ‘ 1
?

i

L’expression de f’ est encore une série de Fourier. Ses coefficients, que nous noterons
d,, sont donnés par : Vn € Z, d, = inc,.

hautes fréquences de f lorsqu’on la dérive ? -

Concrétement : dy = 0 X ¢g = 0, |di| = |ic1| = |e1], |d2| = [2ice| = 2|es], ete. Cela nous
permet de calculer les coefficients de [’ pour 'exemple proposé.
[cn(f)]
® ® ® ®
® [ ]
I l g ‘ l [
@
1 n

On constate que, hormis le coefficient ¢y, tous les coefficients de f sont amplifiés lors-
qu’on dérive f. Et cette amplification est d’autant plus forte que n est grand : les hautes
fréquences sont plus amplifiées que les basses.

On peut 'expliquer ainsi : les basses fréquences correspondent a des oscillations lentes ;
leurs pentes sont faibles. La dérivée des termes a basse fréquence est donc faible éga-
lement. Au contraire, les hautes fréquences correspondent a des oscillations rapides
dont les pentes sont élevées; leur dérivée a ainsi une forte amplitude. Concrétement,
on constate simplement que la dérivée de sin(nt) est n cos(nt), son amplitude est n.

3. On considére la fonction g 27-périodique définie sur | — 7, 7[ par g(t) = t. Calculer ses
coefficients de Fourier complexes.



Calculons d’abord cy. C’est la valeur moyenne de g. Comme ¢ est une fonction impaire,

sa moyenne est nulle : ¢g = 5~ [* ¢dt = 0.

Soit n # 0. Alors, en utilisant une intégration par parties :
1 s

:% o
1 —int7 7™ T —int
= (5L
2 —in | __ _. —in

3 (e )
ﬂ

Cn te ¢

n

Conclusion : pour tout ¢ (sauf en les discontinuités de g), g(t) = S =D gint,

n=—oo n

La fonction g ne satisfait pas ’hypothése de la question 1. Regardons si sa conclusion
est tout de méme vraie.

. Quelle est la dérivée de g7 La conclusion de la question 1 est-elle vraie dans ce cas?

La fonction g est dérivable sur R sauf en les points de la forme 7+ 2km avec k € Z. La
ou elle est dérivable, sa dérivée vaut ¢'(t) = 1.

Si on applique le résultat de la question 1 a g, on obtient que les coefficients de ¢’ sont

donnés par : d,, = inc, = —(—1)" et dyp = 0. Nous aurions ainsi [’égalité :
400
Wo1= 3 —(c1ye
n=-—00

Or cette série n’est pas convergente (son terme général ne converge méme pas vers
0 quand n tend vers l'infini). La série de Fourier de ¢'(t) = 1 est bien connue, c’est
simplement ¢'(t) = 1 avec un seul coefficient de Fourier. La formule ne fonctionne donc
pas dans ce cas. un minimum d’hypothéses est donc nécessaire pour son application.

. Soit h la fonction 2m-périodique définie sur [—m, 7] par h(t) = %

A laide du résultat de la question 1, déterminer les coefficients de Fourier de h a partir
des coefficients de Fourier de g. Ne pas oublier ¢!

On constate que h' = ¢ la ou h est dérivable. En supposant que cela soit possible,
appliquons le résultat de la question 1. Les coefficients de Fourier de h vérifient alors :
cn(g) = inca(h), donc ¢, (h) = 29 = ED°

in n

Attention, il faut traiter le cas n = 0 & part. Pour celui-ci, la formule ne donne rien, il

faut calculer : ) 5 )
1 Tt 1 [£]7 T
h) = — —dt = — |— = —.

olh) 27r/ 2 ZW{G}_W 6

—Tr

Ainsi, si la question 1 est ici satisfaite, on obtient la série de Fourier de h :

2 +oo n
vt, h(t):%—i— > =)

n=-—oo

int

(§
n2



On obtient cette fois une série convergente, on peut espérer que ’égalité soit vraie.
. Evaluer en 7 la série de Fourier ainsi obtenue. Est-elle bien égale a h(7) ?
En 7, on a pour tout n, e = (—1)". La série devient donc

2 +o0 n 2 +o00
T (—1) n T 1
T =2y

n=-—o0o n=1

Cette somme est bien connue et vaut %2. Ainsi la série de Fourier est égale en 7 a
% = %2 C’est, bien la valeur de h en 7! La fonction A ne satisfait pas les hypothéses
de la question 1, mais elle semble satisfaire tout de méme sa conclusion (et c¢’est bien

le cas).



