GM2-Miq2-P12, Mathématiques Juin 2019
CONTROLE 2

Le polycopié de cours est autorisé.
Toutes les réponses dotvent étre correctement rédigées et rigoureusement justifiées.
Le bareme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 : moment cinétique (4 points)

z

On fait tourner une piéce de 2 euros comme une toupie, avec une
vitesse angulaire v. On cherche a calculer le moment cinétique de la piéce o
par rapport & son axe de rotation.

La piéce est représentée par la surface () constituée d’un disque

homogéne D et d'une couronne homogene C': 2 = DUC. Nous noterons "

pp la densité de masse du disque et pc la densité de masse de la couronne.

Le moment cinétique en un point P de € par rapport a I’axe Oz est donné (en norme) par
Mpjo. =dp-p-v,

ou dp est la distance du point P & I'axe Oz et p la densité de masse de la piéce au point P.
Le moment cinétique total de la piéce ) par rapport a 'axe Oz est la somme de tous ces

moments :
Mqjo. = // Mp,o.dS.
Q

Calculer ce moment cinétique : on commencera par exprimer dp en fonction des coordon-
nées polaires de P et par paramétrer les surfaces D et C.

Exercice 2 : débit (6 points)

On considére dans I'espace le triangle 7' de sommets (0, 0,0), (1,0,0) et (1,1,0). On consi-
dére un écoulement dont le champ de vitesse est donné par

v(x,y,2) = (0,z, ).

Représenter le triangle T" et 'allure du champ .
Calculer le flux de v a travers 7.
Déterminer les lignes de champ de .

On considére le triangle 7" de sommets (0,1,1), (1,1,1) et (1,2,1).
Montrer, & 'aide du théoréme de Green-Ostrogradski, que le flux de o a travers T” est
égal a son flux & travers T
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Exercice 3 : régime d’un moteur (10 points)

On enregistre le son s(t) produit par un moteur en rotation. Le bruit important généré rend
I'analyse du son difficile. On calcule alors le spectre de s donné ci-dessous (la partie gauche
du spectre est symétrique a celle de droite).
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1. Interpréter le spectre de s : quelle partie du spectre peut-on attribuer au bruit ? Que
peut-on dire de ce bruit en termes de fréquences ? (Que peut représenter pour le moteur
le pic autour de w =27

On cherche a éliminer mathématiquement le bruit. On traite le son s(t) a l'aide d’un
systéme électronique. Son action est décrite par une équation différentielle de la forme

y'(t) — o’y(t) = —s(t).
2. Passer a la transformée de Fourier dans cette équation et exprimer §(w) en fonction de

S(w).

3. Comment choisir o de maniére & ce que la solution y fournisse une version presque sans
bruit de s 7 Représenter alors 'allure du spectre de la solution y. Représenter également
'allure du graphe de t — y(t).

4. Soit B > 0 et hg la fonction ¢t — e Al Calculer sa transformée de Fourier.
5. Exprimer la solution y précédente sous forme d'un produit de convolution.

6. Quelques semaines plus tard, on enregistre de nouveau le son du moteur et on effectue
le méme traitement mathématique. On a obtenu le spectre ci-dessous.
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Comment interpréter pour le moteur le changement d’allure autour de w =27
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