
GM2-Miq2-Pl2 mars 2023

Mathématiques pour l'ingénieur mécanicien

Contrôle 1

Une feuille de notes manuscrite, au format A4, est autorisée.

La calculatrice est interdite.

Le barème est donné à titre indicatif.

Exercice 1 : polaire (8 points)

On considère le champ de vecteur dé�ni en coordonnées polaires par

~ϕ(r, θ) = (1, r) = ~ur + r~uθ.

1. Représenter l'allure du champ ~ϕ.

2. Déterminer ses lignes de champ et les représenter.

3. Calculer la divergence de ~ϕ.

On souhaite transformer ~ϕ en un champ à �ux conservatif. On considère une fonction
f(r) ne dépendant que de r et on pose ~ϕ2(r, θ) = f(r)~ϕ(r, θ).

4. Exprimer la divergence de ~ϕ2 en fonction de f et f ′.

5. Déterminer ainsi les fonctions f pour lesquelles div~ϕ2 = 0.

6. Représenter l'allure du champ ~ϕ2 ainsi obtenu.
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Exercice 1 : balistique (12 points)

1. Champ de gradient

Considérons le champ de vecteur ~ϕ dé�ni pour x > 0 et y > 0 par

~ϕ(x, y) = (
√
y,

x

2
√
y
)

(a) Représenter les 12 vecteurs ~ϕ(x, y) pour x ∈ {0, 4, 8) et y ∈ {1, 4, 9}.
(b) Déterminer les lignes de champs et représenter leur allure.

(c) Le champ ~ϕ est-il un champ de gradient ? Si oui, en déterminer un potentiel.
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2. Courbes de niveaux

Considérons la fonction E dé�nie par

E(x, y) = 2y +
x2

2
.

(a) Déterminer les courbes de niveaux de E et en représenter plusieurs.

(b) Calculer le gradient de E et représenter son allure sur la même �gure.

(c) Déterminer les lignes de champ de
−−→
gradE et les représenter sur la �gure.

3. Optimisation sous contrainte

On élève un objet à une hauteur h, et on le lance à l'horizontale avec une vitesse
initiale v.

v
h

xf

Les lois de la physique nous permettent d'exprimer l'énergie mécanique de l'objet, ainsi
que son point de chute :

E(v, h) = 2h+
v2

2
, xf (v, h) = v

√
h

(pour une masse m = 1 et une accélération de pesanteur g = 2). On souhaite �xer les
paramètres h et v, de manière à ce que l'objet termine sa chute à la distance xf (v, h) = 8
tout en minimisant l'énergie mécanique E(v, h) nécessaire.

(a) Représenter (dans un repère d'abscisse v et d'ordonnée h) l'allure de la courbe
d'équation xf (v, h) = 8.

(b) Interpréter graphiquement le problème en ajoutant à la �gure des courbes de niveau
de E.

(c) Résoudre le problème en utilisant les gradients de xf et E.
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