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CORRIGE DU CONTROLE 1

Exercice 1 : Lotka-Voltera

Soit ¢ le champ de vecteur défini pour x > 0 et y > 0 par

1. Déterminer la direction des vecteurs @(z,y) (vers le bas et la droite par exemple) en
fonction des valeurs de x et .

La composante horizontale ¢, = (2 — y) est positive si y < 2 et négative si y > 2. La
composante verticale ¢, = y(xr — 3) est positive si z > 3 et négative si z < 3. Ainsi le
vecteur @(x,y) est dirigé vers le bas et a droite si z < 3 et y < 2, vers le haut a droite
siz >3 ety <2, vers le haut a gauche si x > 3 et y > 2 et vers le bas a gauche si
r<3ety>2

Finalement, ce champ tourne autour du point (3, 2), il est horizontal sur la droite x = 3
et vertical sur la droite y = 2.

2. Représenter grossiérement ’allure de ce champ de vecteur. Quelle peut étre I’allure des
lignes de champs? On distinguera plusieurs possibilités.

Le champ ¢ est le champ de vecteur associé au systéme proie-prédateur étudié en TD.
Compte tenu de son allure générale, on peut déduire que ses lignes de champ tournent
autour du point (3,2). Il y a alors trois possibilités : soit les lignes de champ sont des
courbes qui se referment, soit elles ne se referment pas et prennent la forme de spirales.
Ces spirales sont soit tournées vers l'intérieur, soit tournées vers I'extérieur.

3. Déterminer les équations des lignes de champ de .

x/

> = y/t—y7 donc 2’ -3t = 2% —v/. On intégre :

On résout 2'y(x —3) = y'z(2—y) : /==
r —3In(z) =2In(y) —y + c avec c € R.
On a obtenu les équations des lignes de champ de .

4. On donne le graphe de la fonction x — 2 — 3In(z). T\

A Taide de ce graphe, montrer que pour tout o, il ne \ . //
peut y avoir sur une ligne de champ qu’au plus deux g
points situés & 'ordonnée yy. En déduire que les lignes 4//

de champ de ¢ sont fermées. =1 x

Considérons une ligne de champ particuliére (autrement dit on fixe ¢). Cherchons les points
(x,1y0) de cette courbe. Ils satisfont 1’équation = — 31In(z) = 2In(yo) — yo + ¢. Si on note d le
terme de droite, on obtient I’équation x — 31n(z) = d. Or d’aprés le graphe ci-dessus, une telle
équation ne peut avoir au plus que deux solutions x. Ainsi, pour une ordonnée 1y, donnée, il ne
peut y avoir au plus que deux abscisses x; et x5 telles que les points (x1, o) et (z2,y) soient
sur notre courbe. Cela interdit a cette courbe d’étre une spirale. En effet, sur une spirale, il
y a un plus grand nombre de points ayant la méme ordonnée. Finalement le seul cas possible
est que la courbe se referme et ne passe ainsi que deux fois par une méme ordonnée.



Exercice 2 : Moment cinétique

On considére un disque D de rayon R en rotation autour de son centre O avec une vitesse
angulaire constante w. On le suppose de plus homogéne de masse surfacique m. On souhaite
calculer le moment cinétique global du disque par rapport & ce point.

On rappelle que le moment cinétique d’un point M par rapport a O est donné par E(M) =
OM A m@(M) ot G(M) désigne la vitesse du point M.

Comme tout se passe dans un plan, les vecteurs E(M ) seront tous dirigés selon un méme
axe et nous ne nous intéresserons finalement qu’a leur norme. Le moment cinétique total

recherché est alors
£(0) = [ 1EaD)|dsdy
D

1. Faire une figure avec un repére contenant le disque D, un point M quelconque du disque
et les vecteurs OM et 7(M).

2. Pour un point M dans ce repére, exprimer les coordonnées des vecteurs OM et U(M).

On peut travailler en coordonnées cartésiennes ou dans la base des coordonnées polaires.
En coordonnées cartésiennes : le vecteur OM est un vecteur radial de norme égale a la
distance OM. 1l est ainsi défini pour M = (z,y) par OM = (x,y). Le champ (M) est
orthoradial et de norme wOM. Donc (M) = tw(—y, ), le signe dépendant du sens de
rotation du disque.

Dans la base (i, uy), OM = rii;, (vecteur radial de norme r) et #(M) = fwriy (vecteur
orthoradial de norme wr).

3. Calculer le moment cinétique total du disque.

Les vecteurs OM et #(M) étant orthogonaux, leur produit vectoriel est de norme
|OM||||G(M)|| = wr?. Ainsi, en utilisant les coordonnées polaires et le jacobien dzdy =

rdrdf, on obtient
R 2m R4
L(D) = / / wr? x rdrdf = 2rw—.
r=0 J =0 4

On considére le triangle T', rectangle en O, de coté 1, qu’on suppose
4. homogeéne et en rotation autour de O. Calculer son moment cinétique

total L(T).
o 1

I faut ici travailler en coordonnées cartésiennes. Les champs OM et U(M) sont les
mémes que précédemment et le moment en un point M = (z,y) est toujours de norme
|L(M)|| = wr* = w(z? + y?). 1l ne reste qu’a paramétrer le triangle :

T={(z,y); 0<zr<letO<y<l—uza}
Alors

1 pla 1
L(T) = / / w(z? + y*)dzdy = w/ ?(1— )+ (1 —2)’de = %
=0 Jy=0 0

2



Exercice 3 : Torsion d’une poutre

On considére une poutre encastrée d’'un coté et libre de I'autre, de section S délimitée par
une courbe C, soumise & des contraintes mécaniques. On lui applique un moment de torsion
autour de I'axe de la poutre.

Sur une section (cf. figure), les contraintes de cisaillement sont
décrites par un vecteur de contraintes o(z,y) = (0,,0,). On

ﬁ
suppose qu’il existe une fonction de torsion f(z,y) de classe k

%

0
C? telle que o, = By et o, = —%.
1. Montrer que 9o, | doy = 0.
x Jy
00, n do,  O*f B 0 f
or Oy Oydx Oxdy
9 . 0 f 0 f
Comme f est de classe C*, on peut appliquer le lemme de Schwarz : = et le
Oyox 0x 0y

résultat s’en déduit.

Cette équation correspond a I’équilibre des contraintes. D’autres contraintes physiques per-
mettent d’établir d’autres équations, en particulier I'équation de Poisson : Af = cste.
En plus de ces équations décrivant le comportement interne de la poutre, il y a une condition
au bord : la surface est "traction-free", ce qui se traduit par un cisaillement tangent a la
surface de la poutre. Autrement dit, sur le contour C, le vecteur & est tangent a C.

—
2. Vérifier que les vecteurs ¢ et gradf sont orthogonaux en tous points.

_> : :
gradf = <%§’ %5) et 7 = (%7 _%)' Leur produit scalaire est trivialement nul, donc ces

vecteurs sont orthogonaux.
3. En déduire que C est une courbe de niveau de f.

—
On sait que o est tangent a C en tout point de C. Donc grad f est normal a C en tout point.
Or une courbe de niveau de f est justement caractérisée comme étant une courbe orthogonale

-
a grad f en tout point. Donc C est une courbe de niveau de f.

Ainsi, f est constante sur C. Comme f joue un rdle analogue a un potentiel, on peut
supposer , sans perte de généralité, que cette constante est nulle. En ajoutant 1’équation de
Poisson, on obtient un probléme du type de Dirichlet.

4. Un exemple : dans le cas ou la section est le disque unité, trouver une fonction f(z,y)
simple telle que Af =4 et f =0 sur le cercle unité.



Il s’agit d un probléme en général trés difficile a résoudre. Commencons par 1’équation

Af = giﬁ dy2 = 4. Les fonctions les plus simples ayant un laplacien constant sont les poly-

nomes de degré 2 en x et y. D’autre part, on souhaite que cette fonction soit nulle sur le cercle
unité. On peut chercher une fonction de la forme 22 + 2. On trouve finalement la solution

flry) =2 +y* - L.

Terminons avec une formule permettant de calculer, a ’aide de notre « potentiel » f, le
moment de torsion de la poutre. Sa norme est donnée, pour notre section S, par

I = / / (20 — yo.)dS.

Nous utiliserons la formule de Green-Ostrogradski, adaptée a la 2D : pour tout champ ¢,

J[ s = [ z-di

ol dn désigne un vecteur normal a C infinitésimal.

5. Posons @(x,y) = (xf(x,y),yf(x,y)). Calculer div(g).

Orf(x,y) Oyf(x,y)  Of(z,y)
ox + oy ~ T o

of (z,y)
dy

div(p) = +f(@,y)+y +f(z,y) = —zo,+tyo,+2f(z,y).

6. En utilisant le fait que f est nulle sur C, conclure que ||m| = [[;2f(z,y)dzdy.
L’appliquer a la fonction obtenue en 4.

En utilisant ce qui préceéde :

il = | [ ~aivigas + [[ 21

Avec la formule de GO : [ div(g)dS = |, @dn. Or @(z,y) = f(z,y) x (z,y). Comme f est
nulle sur C, le champ @ l'est également et cette derniére intégrale est trivialement nulle. On
obtient le résultat attendu.

On T'applique a la fonction f(z,y) = 2% + y? — 1 sur le disque unité et on utilise un
changement de variable en polaire :

||| = ‘2//($2+ dxdy‘ ‘ / / r? x rdfdr — 27|,
S r=0J6

avec un passage en coordonnées polaires. Finalement on obtient



