
GM2-Miq2-Pl2, Mathématiques mars 2017

Contrôle 1

Le seul document autorisé est une feuille de notes A4 manuscrite.
Toutes les réponses doivent être correctement rédigées et rigoureusement justi�ées.

Le barème est donné à titre indicatif.

Exercice 1 (5 pts)

Soit ~ϕ le champ de vecteur dé�ni sur R∗
+ ×R par

~ϕ(x, y) = (x ln(x) , y).

1. Représenter l'allure de ~ϕ.

2. Déterminer ses lignes de champ et les représenter.

(On reconnaîtra éventuellement la dérivée de ln(ln).)

3. Le champ ~ϕ est-il un champ de gradient ?

Exercice 2 (6 pts)

Soit f le champ scalaire dé�ni en coordonnées polaires par

∀r > 0,∀θ ∈ R, f(r, θ) = sin(r − θ).

1. Déterminer les équations polaires des lignes de niveau de f .

2. Calculer le gradient de f dé�ni en polaire par

~grad(f)(r, θ) =
∂f

∂r
~ur +

1

r

∂f

∂θ
~uθ.

3. Déterminer les lignes de champ de ~grad(f).

4. Représenter sur une même �gure les lignes de niveau de f et les lignes de champ de
~grad(f).
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Exercice 3 (5 pts)

On considère la portion de disque ci-contre délimitée par un

cercle, un segment et la spirale paramétrée par

γ(t) =
(
1
π
t cos(t), 1

π
t sin(t)

)
, t ∈ [0, π]. 1

1

−1

Calculer son aire de deux façons :

- en utilisant une paramétrisation de son bord,

- à l'aide d'une intégrale double en coordonnées polaires.

On donne les résultats suivants :∫ π

0

t cos(t) sin(t)dt = −π
4
,

∫ π

0

t2 cos2(t)dt =
π3

6
+
π

4
,

∫ π

0

t2 sin2(t)dt =
π3

6
− π

4
.

Exercice 4 (4 pts)

On considère l'écoulement d'un �uide dans une canalisation circulaire. Elle est représentée par

le cylindre d'axe 0z et de rayon 2. En tenant compte des frottements visqueux le long des

parois, la vitesse du �uide est représentée par le champ de vecteurs :

~v(x, y, z) =
(
0, 0, 2−

√
x2 + y2

)
.

1. Représenter l'allure du champ ~v sur une section verticale du cylindre.

2. Le champ ~v est-il à �ux conservatif ?

Le débit de l'écoulement est le �ux de ~v à travers une section transverse de la canalisa-

tion, c'est-à-dire un disque horizontal. Comme l'écoulement est normal à ces sections,

le débit est donné par d =
∫∫

Dh
‖~v(x, y, h)‖dxdy, où Dh désigne le disque situé à la

hauteur h.

3. Calculer cette intégrale.
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