GM2-Miq2-P12, Mathématiques avril 2016

CORRIGE DU CONTROLE 1

Le seul document autorisé est une feuille de notes A4 manuscrite.
Toutes les réponses doivent étre correctement rédigées et rigoureusement justifiées.
Le bareme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (8 pts)

On considére la fonction f définie sur R? par f(x,y) = x — e7¥. Toutes les figures seront
représentées sur un méme graphe dont la qualité sera fortement prise en compte.

1.

Déterminer et représenter les lignes de niveau de f.
On résout f(z,y) =c:x—e ¥ =cssiy= —In(z — ¢). Les lignes de niveau sont des
courbes de logarithmes régulierement espacées horizontalement.

Calculer le gradient de f.

ey

grad(f)(z,y) = (1,e7).

On note dans la suite g = grad(f).

3. Représenter allure de ¢.

4. Déterminer et représenter les lignes de champ de .

(«',y') est colinéaire & g(x,y) ssi 2’ = y'e¥ ssi v = e¥ + ¢ ssi y = In(z — ¢). Les lignes de
champs sont des courbes de logarithmes. Elles sont orthogonales aux lignes de niveau de
f

Calculer les trajectoires de .

On résout le systéme 2/(t) = 1, y/(t) = e ¥®. On obtient 2(t) =t + ¢; et y/(t)eV® =1
donc e¥® = t+¢,. Les trajectoires sont les courbes paramétrées de la forme (¢4 cy, In(t -+
c2)) ou (cq, co) dépendent des conditions initiales.

Montrer que le laplacien de f est en tout point strictement négatif. Quelle propriété du
graphe de f cela traduit-il?

Af = ‘;% % = 0 — e < 0. Cela signifie que le graphe de f est concave. En une
variable cette propriété se traduit par f” < 0.

Exercice 2 (4 pts)

O_p considére le champ de vecteur défini dans la base des coordonnées polaire
par (., 0) = (sin(6), 1).

1.

Représenter 'allure du champ 1/7

2. Déterminer ses lignes de champ et justifier qu’il s’agit de courbes fermées.

,’,/

(r',r0) colinéaire a 1(r,0) ssi 7 x 1 = 1 x sin ssi T = ¢'sinf. On intégre : In(r) =
—cosf + ¢, autrement dit r = Ae” % avec A\ = ¢°. le rayon 7 sur une ligne de champ
est ainsi une fonction périodique en #. Quand 6 = 27, le rayon r est égal au rayon pour
6 = 0 : la ligne de champ se referme.



3. En déduire, avec un argument de circulation le long d’un chemin, que @/7 n’est pas un
champ de gradient.

Considérons une des lignes de champ et orientons-la dans le sens trigonométrique. Si 1;
était un champ de gradient, sa circulation le long de cette courbe serait nulle puisqu’il
s’agit d’une courbe fermée. Or, par définition d’une ligne de champ, J est tangent a
cette courbe en tout point et on constate que 1Z est toujours orienté dans le méme sens
que la courbe. Sa circulation est donc strictement positive. 15 n’est donc pas un champ
de gradient.

4. Le champ 1/7 est-il & flux conservatif?

Calculons la divergence de ¢ : div(i)) = %w + 12

identiquement nulle, le champ n’est pas conservatif.

= m%@ La divergence n’est pas
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On remarque que le gradient est radial et de norme constante. S’il n’était pas dirigé dans
deux directions différentes, le graphe de ¢ serait un cone : le caractére radial traduit le fait
que ¢ est une fonction invariante par rotation et la norme constante implique que la pente
de g est constante. Partant de I'origine, le sens du gradient indique que ¢ croit. A partir du
cercle en pointillé, la fonction g décroit. Le graphe de g est obtenu en faisant tourner la courbe
ci-dessous autour de 'axe Oz. A noter qu’on ne sait pas a quelle hauteur se situe ce graphe :

on ne connait g qu’a une constante prés.
z

Comme ¢ est invariante par rotation, nous allons proposer une expression en coordonnées
polaires :
g(r,0) = —a|d — r| + cste,

ou ¢ désigne le rayon du cercle en pointillé et a la norme constante du gradient, c’est-a-dire
la pente de g.



Exercice 4 : voyage spatial (6 pts)

On souhaite envoyer une fusée dans ’espace. On
considére deux trajectoires possibles aboutissant
au méme point. Elles sont représentées par les deux
chemins ci-contre.

Le premier est la parabole d’équation
y=a?—4r+3 et le second est la spirale logarith-
mique paramétrée par

72(0) = (e*’ cos(8), X sin(6)), 6 € [0,27],

In(3)

avec \ = -
™

On souhaite étudier I'action de plusieurs forces sur ces déplacements. On considére les
champs

x, = | — y T ) X, =\ — ) .
Y N2 y23 Vit y23 5y 2+ y? a? 4y

Le premier champ, —Tizﬁr en polaire, pourrait étre le champ de gravité terrestre et le second
1y (qui a été étudié en TD) pourrait décrire la force d’entrainement liée & la rotation de la
Terre.

1. Calculer les circulations de ces deux champs le long des deux chemins. Lorsque cela est

possible, on pourra utiliser le potentiel associé a chaque champ.

e
Le champ de gravité est un champ de gradient : @) = grad(f,) avec fi(r,0) = 1, ie.

flz,y) = \/ﬁ Le second champ est également un champ de gradient, mais seule-
x4y

ment localement. Son potentiel n’est pas défini sur R? \ {0}. Sur le demi-plan z > 0,
- T .
Py = grad(fz) avec fo(r,0) =0, ie. fo(x,y) = arctan().

Notons C; la parabole et C, la spirale logarithmique. Pour les calculs, on pourrait para-
métrer C; par v, (z) = (v,2* — 4z +3), x € [1,3].

La circulation le long des chemins est égale a la variation du potentiel :

/ Fudl = £(3,0) ~ f1(1,0) =
C1

/sﬁlcﬁ f2(3,0)—f1(1,0)——§.
Ca

/ Godl = f5(3,0) — f2(1,0) = arctan(0) — arctan(0) = 0.
@]

On ne peut en revanche pas utiliser ce raisonnement pour la circulation de g5 le long de
C,. Utilisons la définition :



/ Gl = 1(3.0)-/1(1.0) = / N (— e sin(0) e cos(6) )

€2 cos2(6) + €22 sin? () €22 cos?(6) + €2 sin?(6)

2m
- (A cos(0) — e sin(0), Ae*’ sin(0) + e cos(0)) df = / 1do = 2.
0

Il était en fait possible d’obtenir ce résultat plus facilement. On a vu en TD que la
circulation du champ ¢, le long d’un chemin faisant le tour de l'origine dans le sens
trigonométrique était égale a 2m. Si on ajoute la parabole au chemin C; on obtient
une telle courbe. Comme la circulation le long de la parabole vaut 0, on déduit que la
circulation le long de la spirale logarithmique vaut 27.

. Commenter les résultats obtenus. Sont-ils cohérents avec les allures des champs et des
chemins 7

Le champ de gravité ¢; est radial dirigé vers l'origine. Comme les deux chemins sont
globalement dirigés vers ’extérieur, il est logique que les circulations obtenues soient né-
gatives. Le fait qu’elles soient égales vient du fait que g1 est un gradient : la circulation
ne dépend que des extrémités du chemin.

Le champ g5 est un champ tournant dans le sens trigo. Comme C, est un chemin tour-
nant également dans le sens trigo, il est logique que la circulation soit positive. Pour la
circulation le long de C; il n’est pas évident de voir graphiquement qu’elle est nulle. Au
début de la parabole, @ s’oppose légérement au déplacement et a la fin de la parabole
Jo aide au déplacement.

. On souhaite aussi décrire 'action des forces de frottements. En supposant que les deux
déplacements se font & vitesse constante, la force de frottement est une force qui s’oppose
au mouvement et dont la norme est donnée par une fonction f(x,y) (qui décroit avec
altitude).

Donner, sous forme intégrale, la circulation de cette force le long des deux chemins. Que
peut-on en dire?

Notons # le vecteur directeur unitaire de la force de frottement associée a un déplacement.
Cette force est alors donnée par le champ f(z,y)u(z,y) et la circulation le long d’un

chemin C est
/ fii - dl.
c

Comme 4 est colinéaire en tout point & dl mais orienté dans 'autre sens @ - dl = —dl.
On obtient pour nos chemins

/1 a2 — 4z + 3|, (o)l da, / @) @) de.

On peut affirmer sans difficultés que ces circulations sont strictement négatives. On ne
connait pas f mais on peut cependant imaginer a priori que la circulation le long de C,
sera plus élevée (en valeur absolue) que celle le long de C; car la longueur du second
chemin est plus grande que celle du premier.



