I3, travaux pratiques 2018
PROBABILITES

Le but de ce TP est de simuler de ’aléatoire avec Octave et d’illustrer des théorémes limites
du cours de probabilités.

1. Simulation du jeu de pile ou face

Lire et exécuter les programmes du fichier Octave associé. Penser & décommenter les lignes

%L=Tirages (100);
%hplot(L,’.%);

pour visualiser leur fonctionnement, puis les remettre en commentaire.
Le graphe obtenu des différents tirages successifs présente peu d’intérét. Nous allons repré-
senter des graphes plus pertinents.

2. Loi forte des grands nombres

La loi forte des grands nombres affirme que si (X;); est une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi, alors la suite des moyennes S,, = %ZLI X, converge presque sl-
rement vers 'espérance des variables. Autrement dit, les moyennes empiriques convergent vers
la moyenne théorique.

e Adapter 'un des deux programmes Tirages pour obtenir un programme Moyennes qui
renvoie la liste des N moyennes successives associée a une liste [ X1, Xo, ..., Xy| de N tirages.
On pourra pour cela adapter la boucle for ou utiliser la commande cumsum d’Octave et le
vecteur 1: N.

e Représenter des listes ainsi obtenues pour des valeurs de N élevées et vérifier la validité
de la loi forte. Que peut-on dire de la vitesse de convergence de ces suites ?

3. Théoréme central limite

Le théoréme central limite (ou théoréme de Moivre-Laplace pour notre exemple particulier
du jeu de pile ou face) permet de préciser le résultat de la loi forte des grands nombres. Il
donne, en un certain sens probabiliste, la vitesse de convergence de la suite des moyennes.

Commencons par en étudier une conséquence : si on note m et o I'espérance et ’écart-type
de nos variables X, alors le théoréme central limite permet d’affirmer que pour N assez grand
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On sait que la suite (Sy) converge vers m. Ce résultat précise que dans 95% des cas, 1’écart

entre Sy et sa limite est majoré par %. On peut ainsi dire que la vitesse de convergence est
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en \/_ﬁ (C est une convergence peu raplde).

e Fixer N = 100. Vérifier expérimentalement la propriété ci-dessus en estimant empirique-
ment la probabilité ci-dessus a partir d’un grand nombre K de simulations de valeurs Sy.
recommencer avec N = 1000.

e [llustrer graphiquement la proposition : utiliser votre programme Moyennes pour tracer
sur un méme graphe plusieurs courbes de N moyennes successives et ajouter les courbes des
fonctions x — m + 122 et z — m — %. On utilisera la commande hold afin que les graphes
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se superposent.

4. Loi asymptotique

Le théoréme central limite dit plus précisément que lorsque N tend vers I'infini, la loi des
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variables v N oN M converge vers la loi A/(0,1) d’une variable gaussienne de moyenne 0 et

o
d’écart-type 1. En particulier, cela signifie que pour IV assez grand, la densité de la variable Sy
est proche de la densité d’une gaussienne centrée en m, d’écart-type \/LN Nous allons vérifier

cela graphiquement a partir de nos simulations.

e Fixer N = 100. Simuler un grand nombre de valeurs Sy, puis représenter ces valeurs a
I'aide d’un histogramme.

e Recommencer avec N = 1000 et observer la différence avec le cas précédent.



