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Equations différentielles

1 Introduction

La plupart des problemes physiques se modélisent mathématiquement avec des équa-
tions différentielles : le principe fondamental de la dynamique, la mécanique des fluides,
etc.

L’exemple qui nous intéressera particulierement dans ce cours est I’équation des cordes
vibrantes. On fait vibrer légerement une corde fixée aux deux extrémités. L’évolution de
la hauteur de la corde en chaque point est donnée par 1’équation des ondes :
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En fonction des conditions au bord, des interactions avec 'extérieur et du degré de préci-

sion du modele, cette équation peut se compliquer et d’autres termes peuvent s’ajouter.
Elle permet de modéliser un grand nombre de phénomenes vibratoires.

L’autre probléme important que nous traiterons est la conduction thermique qui se
résout de fagon analogue. L’évolution de la température dans une tige uniforme est donnée
par ’équation de la chaleur
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La résolution d’une équation différentielle est un probleme souvent dur et trés souvent
impossible. Trouver une primitive d’une fonction est déja difficile. L’équation y' = y par
exemple n’a pas de solution exprimable en fonction des fonctions de base (polynémes,
cosinus, sinus). On a ainsi donné un nom, l’exponentielle, a 'unique solution valant 1 en
0. Cependant, méme lorsqu’on ne peut pas exprimer les solutions, on peut tout de méme
décrire les propriétés (variations, limites, etc) des solutions.

2 Rappels sur les équations différentielles
Une équation différentielle linéaire d’ordre n est une équation différentielle de la forme
a2y (@) + a1 @)y @) + -+ ar(2)y (@) + ao(@)y(x) = b(a),
ou les a; et b sont des fonctions.

Par exemple zy® +e~27y" — 2/ — 6y = 4 —2€>® est une équation différentielle d’ordre
3. La fonction y(z) = €** en est une solution.
L’équation yy’' + 1 = In(y”) n’est pas une équation linéaire.

Les équations linéaires jouent un role important car ce sont essentiellement les seules
pour lesquelles on dispose de méthodes de résolution. Mais méme pour celles-1a, il n’est



pas toujours possible d’exprimer les solutions a partir des fonctions usuelles.
C’est le cas par exemple de I’équation de Bessel citée plus haut.

La résolution des équations linéaires repose sur les deux théorémes suivants :

~ Théoréme \

Soit Ey une équation différentielle homogene d’ordre n, c’est-a-dire telle que
b(z) =0:

(Bo)  an(2)y™(2) + ana(2)y™ V(@) + - + ar(2)y () + ao(2)y(z) = 0.

Alors sur tout intervalle ou a,, ne s’annule pas, I’ensemble des solutions de cette
équation est un espace vectoriel de dimension n.

\ J

—~ Théoréme \

Soit E I’équation d’ordre n

(B)  an(@)y™ (@) + an(2)y" V() + - - + ar @)y (x) + ao(2)y(z) = b(a).
Soit Ey I’équation homogene associée :
(Bo)  an(@)y™ (@) + ana(2)y" D (@) + - + ar(@)y () + ao(2)y(x) = 0,
et soit Sy 'espace vectoriel de ses solutions (sur un intervalle ou a,, ne s’annule

pas).
Soit enfin y, une solution particuliere de I’équation .

Alors 'ensemble des solutions de E est ’ensemble

S={yp+yo| v € So}

\ J

Autrement dit, pour résoudre une équation linéaire, on commence par chercher toutes
les solutions gy de I’équation homogene associée, puis on cherche une solution y, de E et
on conclut enfin que les solutions sont les fonctions de la forme y, + yo.

2.1 Equations d’ordre 1

(E)  a(@)y’ +b(z)y = c(z).

Commengons par résoudre I'équation homogene associée :
(Bo)  a(2)y +b(z)y 0.
L’ensemble des solutions de Ej est

So={re S| NeR}).
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(La seule difficulté est donc de trouver une primitive [ 2 de la fonction 2.)
Il faut ensuite déterminer une solution particuliere de E. Soit on en voit une qui est
évidente, soit on peut utiliser la méthode de la variation de la constante. Cette méthode
consiste a chercher une solution de la forme de celle que 1'on a trouvée dans la premiere
partie et a remplacer la constante A\ par une fonction A(x) : on cherche une solution
L [t . ' s . .
particuliere sous la forme y,(x) = A(x)e J'%. On injecte y, dans I'équation E. Certains

termes doivent nécessairement se simplifier et on aboutit a la condition

b

a(x)N(z)e” ) @ = ().

Donc N = —¢ T Il reste ainsi a trouver une primitive de _Cf 7
e @ ae @

Il reste gnﬁn a conclure : 'ensemble des solutions de E est ’ensemble des solutions de
la forme y, + yo ot y, est la solution particuliere et les y, sont les solutions de 1’équation
homogene.

2.2 Equations d’ordre 2 a coefficients constants

E ay' +by +cy= f(z)

ou a, b, ¢ sont des constantes réelles.

La encore, on commence par résoudre 1’équation homogene associée :
Ey ay'+by +cy=0

On associe a cette équation son polyndme caractéristique : aX? + bX + c.
On détermine les racines 11 et ro de ce polynome. Alors les solutions de Fy (c’est un espace
vectoriel de dimension 2) sont données par :
Siri #r, € R :
So = { e + pe™* | A\, p e R}
Siry=rs=reR:
So ={Xe"" + pxe™ | A\, € R}.
Sirir=ra=a+1i8 € C:

So = {e*"(Acos(Bx) + psin(Bz)) | A, up € R}.

Pour chercher une solution particuliere, il existe une méthode de la variation de la
constante que nous n’étudierons pas ici. Lorsque le second membre f(x) a une forme
simple (polynéme, fonction trigonométrique, polynomexexponentielle) on cherche une
solution particuliere de la méme forme. En général, on cherche une telle solution avec un
polynéme de méme degré que f, mais il faut parfois élever ce degré.



Séries numériques, séries de
fonctions

Les solutions aux problemes abordés dans ce cours s’écriront sous forme de séries,
c’est-a-dire de sommes infinies.

Les séries numériques mériteraient un cours a part entiere mais nous n’aurons que le
temps d’en survoler la complexité.

1 Définitions

—~ Définition \

Soit (u,)nen une suite réelle (ou complexe). On appelle série de terme général
Up, notée Y, u, la suite des sommes partielles

N
) N = Z Up, .
n=0
Si la suite des sommes Sy est convergente, on dit que la série converge. On note
alors S = Y% u,, la limite et on Pappelle somme de la série.
\ 7

Insistons : une série est un objet mathématique faisant appel aux suites et aux limites.
Comme pour les suites, la premiére question qui se pose lorsqu’on étudie une série est :
converge-t-elle 7

Si oui, la seconde question est alors : quelle est sa limite ?

Et enfin une question importante pour 'ingénieur derriere son ordinateur : converge-
t-elle rapidement ? Combien de termes faut-il sommer pour obtenir une bonne approxi-
mation de la somme infinie ?

Il existe des criteres pour assurer la convergence ou la divergence d’une série.

— Théoréme N

Soit (uy), une suite. On considere la série Y-, u,,.

% Si u, ne converge pas vers 0, la série diverge.

* Si “Z—Zl converge vers [, alors la série converge si 0 < [ < 1 et elle diverge si
[>1.

* Sivn, 0<u, <wv,et), v, est convergente, alors >, u, est convergente.

Quelques exemples de référence :



’

Propriété \

* La série 3, 2" converge ssi —1 < z < 1. Dans ce cas 3/ °) 2" = 1.

% La série 3, - L diverge vers +oo0.

+oo 1 _ x?
n=1np2 = ¢

% La série >, 2 converge et >

% De maniére générale Y, - —& converge ssi a > 1.

% La série ), (

# converge et ,ff’i % = In(2).

T

% Pour tout z € R, la série }_, %+ converge et 3 T:: =e".

Précisons la vitesse de convergence de certains exemples. Il s’agit de mesurer I’erreur
commise en tronquant la série. On appelle cela le reste de la série : Ry = 32 41 Un-

. . N+1 . .
Dans le premier exemple, on obtient R, = Y%, 2" = “—. Ainsi la convergence
N (avec |z| < 1). C’est une convergence rapide.

de la série vers sa limite ﬁ est en x

Regardons >on 7z Le reste Ry est maJore par N— C’est une convergence assez lente.
Pour obtenir une prec1510n de l'ordre de 1072 sur la limite, il faut sommer les 101 premiers
2
termes de la série : Y, & = % £ 0.01.

2 Séries de fonctions

Une série de fonction est simplement une fonction définie sous forme d’une série. C’est
une application qui a x associe la somme d’une série dépendant de x. Nous avons par
exemple vu la fonction z — 7% 2™, Elle est définie sur | — 1, 1] et n’est rien d’autre que
la fonction ﬁ

En soi, une série de fonction ne présente pas plus de difficulté que les séries numé-
riques. Mais I’étude des propriétés de ces fonctions est ardue. Nous sommes par exemple
habitués a ce qu'une somme de fonctions continues soit encore continue. Cela n’est plus

forcément vrai avec les sommes infinies (et cela a des conséquences treés concrétes).

Nous ne ferons pas ici la théorie complete des séries de fonctions. Contentons-nous de
présenter quelques grandes familles de telles séries.

r—[Déﬁnition : série entiére} \

On appelle série entiere une fonction de la forme

+oo
T Z anx”
n=0




,—[Déﬁnition : série trigonométrique] \

On appelle série trigonométrique (ou série de Fourier) une fonction de la forme

+oo
x> by sin(nz).

n=0

Les coefficients b,, sont des nombres réels et on pourrait remplacer le sin par un
cos ou une exponentielle complexe.

L’intérét de telles série est le suivant : sous certaines conditions, n’importe quelle
fonction raisonnable peut s’écrire sous forme de telles séries. D’autre part, pour une fonc-
tion donnée, I’écriture sous forme de série entiere (ou de série de Fourier) est unique : si

o0 a,x™ = 320 al x™, alors on peut en déduire Vn, a, = a,.

Ces deux propriétés permettent de parler de décomposition en série entiére (ou en série
de Fourier). On dispose d’une nouvelle facon de représenter les fonctions qui se trouve
étre fructueuse dans le cadre de problemes différentiels.

Comme l'objet de ce cours est justement de résoudre des équations différentielles et
que nous comptons le faire a 'aide de séries de fonctions, nous serons bien obligés de
considérer les dérivées de ces séries. Cela est plus subtil qu’il n’y parait. On est tenté de
dire que la dérivée d'une somme, qu’elle soit finie ou infinie, est la somme des dérivées.
C’est vrai, mais pas toujours; il y a des hypotheses a vérifier.

—~ Théoréme \

Dérivabilité d’une série de fonctions

Soit f une fonction définie sur un intervalle I par f(z) = 3% u,(z) ou les u,
sont des fonctions de classe C!.

Si pour tout n, il existe un majorant a, de la fonction |u,| sur I tel que la série
S0 a, est convergente, alors f est dérivable sur I et

Veel, fl(z)= iou;(x)
n=0

Concretement, dans plusieurs cas de ce cours, nous ne pourrons pas vérifier les hy-
potheses de ce théoréeme mais nous l'utiliserons tout de méme en espérant que cela est
possible.

Exemple : f(z) = 3,5 =5 cos(nx). On pose u, (x) = -5 cos(nz). Cette fonction est dérivable et sa
dérivée u},(z) = — 2 sin(nx) est majorée en valeur absolue par . Or la série Sk 2 est convergente.

On en déduit que f est dérivable et

+oo 1
flx) = Z - sin(nx).
n=1



Séries de Fourier

La théorie des séries de Fourier a été développée pour la résolution de I'équation de la
chaleur. Elle s’est révélée par la suite précieuse pour I’étude des phénomenes périodiques.
En mécanique, les séries de Fourier permettent, entre autres, d’analyser les vibrations ou
les oscillations d'un systeme.

1 Introduction

L’objectif des séries de Fourier est de pouvoir décomposer une fonction périodique
quelconque en une somme de fonctions sinusoidales. Par exemple, la fonction périodique
ci-dessous peut s’écrire comme une somme de trois sinusoides d’amplitudes et fréquences
différentes.
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Cette démarche est une démarche d’algebre linéaire : si les fonctions sinusoidales
forment une base de ’espace vectoriel des fonctions périodiques, décomposer une fonction
en une somme de sinusoides revient a déterminer ses coordonnées dans cette base.

Le bon cadre est plus exactement celui de la géométrie et des espaces de Hilbert.
Nos fonctions sinusoidales forment en fait une base orthonormée (pour un certain produit
scalaire et en un sens qu’il faudra préciser) et décomposer une fonction revient alors a
la projeter sur les différentes fonctions de la base. Nous précisons cela dans la section
suivante.

L’intérét de la décomposition de Fourier est qu’elle permet de décrire une fonction
périodique en terme de fréquences : chaque fonction sinusoidale de base représente une
fréquence ; une fonction périodique quelconque peut s’interpréter, via la décomposition de
Fourier, comme une combinaison de plusieurs fréquences. Beaucoup de systémes (mé-
caniques ou électroniques) se comportent différemment selon les fréquences qu’on leur
impose ; la décomposition de Fourier est alors nécessaire pour comprendre comment ces
systemes réagissent a chaque composante de la fonction considérée.

2 Définitions

Précisons le cadre de ce qui a été décrit précédemment. Nous commencerons par le
cas le plus simple des fonctions 27-périodiques et nous nous restreindrons aux fonctions



continues par morceaux.

Les fonctions sinusoidales de base de cet espace sont les fonctions de la forme sin(nt)
et cos(nt) pour n € N*. En version complexe, ce sont les fonctions e, : t el™ pour
n € 7.

On peut munir I'espace des fonctions complexes 27-périodique du produit hermitien
et de sa norme associée

1 2m - 1 2m
<flo>= o [ rwaman 1= <A1 = [

Il est possible de montrer que la famille infinie des fonctions e,, forme une base ortho-
normée de notre espace de fonctions 2m-périodiques!. Cela signifie que toute fonction f
de notre espace peut se décomposer comme une combinaison linéaire infinie des fonctions
e, et cette décomposition s’obtient en projetant f sur chaque élément de la base :

f= Z<f|en>en.

nez

Cette écriture est la décomposition de Fourier de la fonction f. Concretement, on
obtient les définitions suivantes.

—~ Définition N

Soit f une fonction 2m-périodique. On appelle coefficients de Fourier com-
plexes de f les nombres définis pour n € Z par

Cp = — e )
2m Jo

On appelle décomposition de Fourier de f 'écriture

+o0 )
f(t) = Z cpe™.

n=—0oo

Remarques

% Nous préciserons dans la derniére section le domaine de validité de cette derniere
égalité.

% D’apres ce qui a été dit, la décomposition de Fourier d’une fonction est unique et
tout se comporte linéairement. Par exemple, pour deux fonctions f et g, et A € C,
on a pour tout n, c,(Af + g) = A (f) + en(9g).

% Le coefficient ¢y représente la valeur moyenne de f. Il représente dans la décom-
position la partie constante de la fonction.

% Les bornes des intégrales importent peu tant que la longueur de 'intervalle vaut 2.

1. Il s’agit plus précisément d’une base de Hilbert, cela fonctionne comme une base classique mais en
s’autorisant les combinaisons linéaires infinies. Et les fonctions continues par morceaux ne suffisent pas,
il faut en toute rigueur considérer 1’espace des fonctions 27-périodiques de carré intégrable.



Autres définitions

Tout ce que nous avons dit se généralise sans difficulté au cas général des fonctions
T-périodiques. Il suffit d’adapter la période de nos fonctions e,, ainsi que notre produit
hermitien.

—~ Définition \

Soit f une fonction T-périodique continue par morceaux. Ses coefficients de Fou-
rier complexes ainsi que sa décomposition de Fourier sont définis par

1 4T 2T D 2
VneZ, c, = f/ F(t)e i Tt fO =Y T
0

n=—oo

On peut également décomposer les fonctions en série de Fourier sous forme réelle avec
les fonctions cos et sin. Il faut légerement adapter notre produit scalaire.

—~ Définition N

Soit f une fonction T-périodique a valeurs réelles. Les coefficients de Fourier
réels de f sont les nombres définis pour n € N* par

ag = ;/OTf(t)dt, a, = ;/OT f(t) cos(n2Et)dt, b, = ;/OT f(t) sin(n25t)dt.

La décomposition de Fourier de f s’écrit alors

e +o0
f(t) =ag+ Y aycos(n3it) + Y by, sin(n2rt).
o n=1

Remarques

% La fonction f est paire ssi Vn > 1, b, = 0; elle est impaire ssi Vn > 0, a, = 0.

% Il est possible de regrouper des cosinus et sinus de méme fréquence sous la forme
acos(x) + bsin(z) = rcos(z + 0) avec r = |a — ib| = va? 4+ b? et 0 = arg(a — ib).
Cela permet d’écrire notre série de Fourier sous une autre forme :

+o0
f(t) =ao+ Y rncos(nZit +6,).

n=1

% Les formules d’Euler permettent de passer simplement de I’écriture complexe a 1’écri-
ture réelle et réciproquement : ag = ¢g et pour tout entier n > 1

1 .
a, = Cp+cC_p cn = 5lan —iby
. i

b, = (e, —c_p) Con = 5

10



3 Spectre discret

La décomposition en série de Fourier est une décomposition en fréquences. Elle est
ainsi adaptée aux phénomenes ondulatoires et plus particulierement a 1’étude du son :
filtrage de fréquences, suppression du bruit, fonctionnement des fréquences radio.

D’apres tout ce qui précede, la donnée d'une fonction f périodique est équivalente a
la donnée de ses coefficients de Fourier. On appelle spectre d'une fonction f la suite de
ses coefficients de Fourier et on le représente a 'aide d'un (ou des) graphe en batons.

Le coefficient ¢q représente la partie constante de f ; les coefficients ¢; et ¢_; représente
la fréquence fondamentale de f; toutes les autres fréquences composant f sont des
multiples de celle-ci et sont appelés harmoniques de f.

Les basses fréquences de f correspondent aux coefficients d’indices n petits et les
hautes fréquences correspondent aux coefficients d’indice élevé, les termes « petits » et
« élevés » étant bien str relatifs au phénomene étudié.

20

La fonction f(t) =2+ 4cos(t) — 2cos(bt) et le spectre de ses coefficients ay,.

Le spectre de cette fonction pourrait s’analyser ainsi : f est de moyenne 2 et est
composée d'une basse fréquence forte et d’une haute fréquence d’amplitude plus faible.

Ces deux représentations de f sont équivalente, la premiére est une représentation
dans le domaine temporel, la seconde dans le domaine fréquentiel. Pour stocker numeéri-
quement cette fonction, il est plus simple de stocker ses trois coefficients de Fourier que
toutes ses valeurs au cours du temps.

Regardons un second exemple. En complexe, il est souvent d’usage de représenter le
spectre en module. Cela suffit pour décrire la répartition des différentes fréquences d’un
signal mais I'information est incompléte pour recomposer parfaitement ce signal a partir
du spectre.
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On constate que g est composée d’une basse fréquence faible et de deux hautes fré-
quences d’amplitudes élevées par rapport a la fréquence fondamentale.
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4 Convergence de la série de Fourier

Nous avons affirmé en début de chapitre que toute fonction périodique continue par
morceaux est égale a sa série de Fourier. Précisons dans cette section la validité de cela.

4.1 Point de vue géométrique

Du point de vue géométrique, nous avons construit nos séries de Fourier comme des
décompositions dans une base orthonormée infinie.

Notons S la série de Fourier associée a une fonction f : Sy(t) = S5 cpe’ n . La

théorie des espaces de Hilbert permet bien d’affirmer que f = Sy. Mais cette égalité, dans
ce contexte, signifie que pour la norme associée a notre produit hermitien, ||f — S|l = 0.
Autrement dit, % [ (f — Sf)? = 0.

Concretement, cela implique que pour presque tout ¢, f(¢) = Sy(t) : notre fonction est
égale presque partout a sa série de Fourier. Mais il est possible que pour certaines valeurs
de t, cette égalité ne soit pas satisfaite.

Avant de préciser cela, énoncons une propriété qui est une conséquence directe des
espaces de Hilbert et une généralisation du théoreme de Pythagore :

,—[Théoréme : égalité de Parseval} .

1
1/l T/O t)|*dt = > len|*.

nez

En réel : || f||? = %fOT f? =205 + 51 (al + b2).

4.2 Point de vue analytique

Du point de vue de I'analyse, une série de Fourier est une série de fonctions. On
almerait étre slir que cette série est convergente et qu’elle converge bien vers la fonction
f considérée?. La convergence simple de la série de Fourier est donnée par le théoréme
suivant.

r—(Théoréme de Dirichlet} \

Soit f une fonction de classe C' par morceaux. Soit Sy sa série de Fourier.

Alors pour tout ¢ dans R, la série S¢(t) converge vers w
En particulier, si f est continue en ¢, S¢(t) converge bien vers f(t).

La ou la fonction n’est pas continue, on observe le phénomeéne de Gibbs : I'ap-
proximation numérique de f par sa série de Fourier est faussée au niveau des points de
discontinuité de f.

2. En complexes nos sommes sont indexées par Z. Dans le cadre des séries de Fourier, on dit que la
, . . N
série ), . Uy, converge si les sommes partielles 'y u, convergent lorsque N tend vers +oo.

12



4.3 Vitesse de convergence de la série

En pratique, nous ne pouvons pas calculer de sommes infinies, nous n’avons acces
qu’aux sommes partielles et devons nous contenter d’approximations. Nous aimerions
donc préciser la vitesse de convergence de nos séries.

Tout repose essentiellement sur les coefficients de Fourier. Nous savons déja que la
série de Fourier est convergente, cela implique que les coefficients convergent vers 0.

On peut préciser plus de propriétés asymptotiques des coefficients en fonction des
proprié¢tés de la fonction étudiée. Elles se résument a ce principe simple :

Plus la fonction f est réguliere, plus ses coefficients convergent vite vers 0.

— Propriété \

Soit f une fonction périodique continue par morceaux. Alors

* hmn—>:|:oo Cp = 0.

% Si f est continue et de classe C' par morceaux, alors sa dérivée f’ admet
une décomposition en série de Fourier et ses coefficients sont donnés par

V€ Z, colf) = inca(f):

1
% Si f est de classe C* et C¥*! par morceaux alors ¢, = O( k+1>-
n

\. J

Cette derniere propriété signifie que si f est continue, ses coefficients ¢, sont négli-
geables par rapport a % ; ils sont par exemple de 1'ordre de % Si la fonction est de classe

C!, ils seront négligeables par rapport a #, etc. On trouvera des preuves de résultats
analogues dans le chapitre suivant.

5 Un exemple

Considérons la fonction créneau [ de période 2 et définie T~ | [ |
par f(t)=1si0<t<let f(t)=—1si —1<t<0. — —
Remarquons que f n’a pas été définie en 0 ou 1. D’apres R D

| \7 -
notre théorie, ces valeurs ponctuelles n’ont aucune influence sur les calculs que nous allons
mener et sont donc sans intérét. Notons aussi que cette fonction n’est pas continue mais
est bien de classe C'! par morceaux.

% Calculons les coefficients de Fourier de f. La fonction est clairement de moyenne
nulle, donc ¢y = 0. Et pour n # 0,

1 o 0 1 2L :
_in2T ; - (1)1 si n impair
Cp = % /1 f(t)e "2 tt = % / ) —e ”‘"tdt—l—% /0 e imitqy — (=L = { nmw S

Ces coefficients sont tous imaginaires purs ce qui est normal pour une fonction impaire.
La décomposition en série de Fourier de f est ainsi
2i

)= Y e

n impair nmw
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% D’apres le théoréme de Dirichlet, cette série converge bien vers f(t) en tout point
ou f est continue. Essayons, par acquis de conscience, de le vérifier. Mais cela n’a rien
de facile! On constate déja que la série ne converge pas absolument (car Y, .z ﬁ est
divergente). Et 'étude de la convergence de la série pour une valeur de t quelconque est
réellement difficile.

Prenons t = 1 : la série devient 32, jmpair —Aem2 Or €2 vaut i ou —i lorsque n est
impair. En regroupant les termes d’indices posmfs et négatifs on obtient

Z Zimg +2 2+2+2 2+2 4*2“’:0—)’€
—e — e e - — - - . —
St 3w 3r 5w 2k;

n impair nmw m n

La série ;29 27 +)1 est une série alternée convergente. Son étude permet de montrer qu’elle
1

converge vers arctan(1) = 7. Ainsi notre série converge bien vers 1 = f(5).

Regardons un point de discontinuité de f. Prenons ¢ = 0 : la série devient 3=, ;1 pair —s—;.
On reconnait la série harmonique qui diverge. Cependant, au sens de Fourier, il faut regar-
N .

. 1 , . .
der des sommes partielles de la forme E ——. Les termes négatifs et positifs
n=—N, n impair nm
; X : o
s’annulent deux a deux et toutes les sommes partielles sont ainsi nulles. Donc au sens de

Fourier, cette série converge vers 0. Le théoreme de Dirichlet est satisfait : en t = 0, la
JODEFO7) _ 1D
2 2 :

série converge vers la moyenne du saut de continuité

% Représentons le spectre de f :

Seuls les multiples impairs de la fréquence fondamentale sont présents dans le spectre.
La décroissance des coefficients est plutot lente : les coefficients ¢, sont de 'ordre de %
C’est lié au fait que f n’est méme pas continue. Cela nous empéche de donner une inter-
prétation simple du spectre. Il y a certes une basse fréquence forte et bien visible mais les
autres fréquences ne sont pas assez faibles pour étre négligées. Ce spectre est riche et il
faudra beaucoup de termes pour recomposer de maniere satisfaisante le signal.

% Regardons cela plus en détail. Notons Sy () la somme partielle Sy ( Z cpe™™
Par exemple, S;(t) = —Ze ™ 4 2™ = Lgin(nt). Représentons les premleres sommes

partielles et comparons-les a f.




MSM(”%——#\Lr B }521(15)%__*” ~  S31(t) o
| | | | i 1 i 1
| | [

On constate bien que la série converge assez lentement vers f. Méme avec une centaine
de termes nous n’obtenons pas une approximation satisfaisante de f. Et nous observons le
phénomene de Gibbs : au niveau des discontinuités, des pics apparaissent. Si on augmente
N ils se concentreront pres du point de discontinuité mais leur taille ne se réduira pas.

A titre de comparaison, voici ce qu'on obtient pour une fonction?® de classe C?. La
convergence est bien plus rapide, les coefficients étant ici de I'ordre de 714 L’approximation
par la série de Fourier est tres satisfaisante avec seulement quatre fréquences ! Notons tout
de méme que les points ou I'approximation est la moins bonne sont ceux ou la fonction

est la moins réguliere, en I'occurrence 1a ou elle n’est pas de classe C3.

1 1 +00 4
% Terminons par 'égalité de Parseval : — / =D e soit 1= ) 55
2/ n=-—00 n€Z impair ™n
On en déduit la somme de la série suivante : > ! 1—|—1+1+1+ T
n en dédui mm rie suivante : — = S =
n? 9 25 49 8

n impair

A retenir

% Savoir calculer la décomposition de Fourier d’'une fonction périodique.
% Savoir interpréter son spectre en termes de répartition des fréquences.

% Savoir étudier la vitesse de convergence d’une série de Fourier et estimer
la qualité de I'approximation d’une fonction par les sommes partielles de
cette série.

% Comprendre que la décomposition en série de Fourier n’est qu’'une décom-

position parmi d’autres. Le point de vue géométrique présenté dans ce
chapitre s’applique a bien d’autres décompositions.
Citons par exemple les décompositions en polynémes orthogonaux (uti-
lisées notamment dans des problemes d’optiques), en fonctions de Bessel
(par exemple pour décrire la vibration d'un tambour), en ondelettes (uti-
lisées pour la compression d’images jpeg).

3. 1l s’agit de la fonction 2-périodique définie sur [—1, 1] par ¢ +— cos(nt?). Ses coefficients de Fourier
ont été déterminée sous forme numérique approchée : ag =~ 0,37, a1 ~ 0,91, by =0, as =~ —0, 35, etc.
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Equations des ondes et de la
chaleur

On présente dans ce chapitre deux problemes fondamentaux : la résolution de 1’équa-
tion de la chaleur que l'on doit a Fourier et qui ’a conduit a introduire ses fameuses
séries ; et la résolution de I'équation des ondes qui repose sur les mémes arguments ma-
thématiques. Le premier probleme est central dans 1’étude de la conduction thermique, le
second permet de décrire des problemes de vibration et de propagation d’ondes.

Ils constituent des exemples de référence dans 1'histoire des sciences. Certains pro-
blemes en sont des variations que 'on résout en se ramenant au probleme de référence.
D’autres se résolvent en utilisant la méme méthode (la recherche des solutions station-
naires).

1 Présentation du probleme

On consideére une corde élastique de longueur L fixée en ses extrémités. On note y(z, t)
la hauteur de la corde au niveau de I'abscisse z a 'instant ¢.

On néglige son poids et les frottements. Les seules forces en présence sont des forces
de tension. Pour établir I’équation du mouvement, on applique le principe fondamental
de la dynamique & une portion infinitésimale de la corde.

L’équation que l'on arrive a établir de la sorte est une équation qu’on ne sait pas
résoudre explicitement. Comme dans I’étude du pendule simple, on va faire I'hypothese
que les vibrations de la corde restent tres faibles au cours du temps. Cela autorise a
effectuer une linéarisation et I’équation se simplifie en

Py 0%
— = -,
ot? ox?
avec v = % ou m est la masse de la corde et T sa tension.

Si on considere une plaque vibrante, on ajoute une dimension spatiale et 1’équation
des ondes satisfaite par la fonction y(xy, 29, t) devient

Py Py Py
27 PAy =12 L 2
o VRV (ax% e

Cette équation permet de modéliser presque tous les probléemes de vibrations ou de
propagation d’ondes : cordes de guitare, peaux de tambours, poutres et batiments, pro-
pagation du son, de la lumiere, d’ondes électromagnétiques, etc.
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Reposons le probleme complétement. On cherche les fonctions y(x,t) vérifiant les
conditions suivantes

%y %y
= (1)

Equation des ondes : —=2 = 1>~2
d ot? v Ox?

Conditions au bord : V¢ >0 y(0,t) =0 et y(L,t)=0 (2)

1.1 Solutions stationnaires

Avant de déterminer la solution générale du probléme, nous allons chercher des solu-
tions particulieres appelées solutions stationnaires. Ce sont les solutions y non nulles
de (1) et (2) s’écrivant sous la forme

y(w,t) = u(z)o(t).

Autrement dit, ce sont les solutions pour lesquelles il est possible de séparer la com-
posante spatiale de la composante temporelle. Ces fonctions constitueront une base de
solutions qui nous permettra ensuite de décrire n’importe quelle solution.

Mais ces solutions stationnaires sont plus que cela. Elles sont les modes propres de
vibration de la corde; ce sont en quelque sorte les fagons les plus « naturelles » qu’a la
corde de vibrer. Ces modes propres sont associés aux fréquences propres de la corde, ou
encore fréquences de résonance de la corde. Si on excite la corde avec une fréquence égale
a une de ses fréquences propres, la corde va se mettre a vibrer fortement selon le mode
propre correspondant.

e Afin de les déterminer, injectons y(z,t) = u(x)v(t) dans I’équation des ondes :
u(z)v"(t) = v*u" (z)v(t).
e Séparons les variables (les z d'un c6té, les ¢ de l'autre) :

U//(t) _ u//(a,:)
viu(t)  u(z)

On obtient une égalité entre une fonction de la variable ¢ et une fonction de la variable
x. Cela n’est possible (et n’a de sens) que si ces fonctions sont constantes :

,UI/ (t) _ ul/ (x>
v2o(t)  u(z)

Finalement, on obtient deux équations différentielles ordinaires que ’on sait résoudre!

=\

u"(z) — du(z) =0 et v'(t) — v o(t) = 0.

Tout d’abord, rappelons que la solution nulle n’est pas une solution stationnaire. En-
suite, pour s’épargner quelques arguments mathématiques sans grand intérét, utilisons un
argument physique : si A > 0, la seconde équation conduit a une solution v(¢) qui tend
vers +00 ou —oo (ou qui est nulle, ce qui est exclus). Compte tenu de nos hypotheses,
cela n’a aucun sens physique.
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e Passons a la résolution de la premiere équation et utilisons les conditions au bord.

Si A = 0, on obtient u(z) = ax + b. Or, on sait que y(0,t) = u(0)v(t) = 0. Comme v ne
peut pas étre la fonction nulle, on déduit u(z) = 0, donc b = 0.

De méme y(L,t) = 0 donc u(L) = 0 et on déduit a = 0.

Finalement u(z) = 0 et la fonction y est nulle, ce qui était exclus.

On en déduit que A < 0 et la résolution aboutit dans ce cas a
u(z) = acos(vV—Ax) + bsin(v —\x).

De plus, d’apres les conditions au bord, on déduit u(0) = 0, donc a = 0.
De méme u(L) = 0, donc (pour ne pas trouver de nouveau une solution nulle), on déduit
sin(v/=AL) = 0. On connait les racines de la fonction sinus, donc v/—AL = km avec
k € N* et finalement
k22
L2

A=—

Enfin, on obtient 'expression de u :
(kT .
u(z) = bsin <Lx>, ke N",beR"

Le role de b est sans importance ici, contrairement a celui de k : chaque valeur de k
va conduire a un mode propre de vibration de la corde.

e Derniére étape : la résolution de 1'équation de v(t). On connait désormais ’expression
de X et on résout sans difficulté :

k k
v(t) = ccos (?t) + dsin (?t) :

e Les solutions stationnaires de notre probléme sont ainsi les fonctions de la forme

Yi(x, ) = sin(* ) (A cos(vETt) + Bsin(u’%t)) :

pour k > 1et A, B € R.

Chaque valeur de k£ correspond a un mode propre de vibration de la corde. Représen-
tons les trois premiers modes : la partie spatiale u(x) représente la forme de la corde, la
partie temporelle v(t) la variation de son amplitude au cours du temps. Sa fréquence qui
dépend de k et donc du mode considéré est la fréquence de vibration du mode. Plus on
augmente k et plus les modes associés ont des fréquences de vibration élevées.

=

4
>
=

N\
\/



1.2 Solution générale du probleme

L’équation des ondes est une équation linéaire (ce qui est logique puisqu’on a linéarisé
pour l'obtenir). Les solutions stationnaires constituent une base de solutions pour ce
probleme. Cela signifie qu'une solution quelconque du probléme peut s’écrire comme une
combinaison linéaire (infinie) de solutions stationnaires :

Z sin (Ak cos(VETt) + By, sin(z/’%t)) .

Cette expression peut sembler un peu lourde mais elle est en fait tres intéressante sous
cette forme. Elle permet d’interpréter des vibrations comme des combinaisons de solutions
stationnaires et ainsi de les analyser en termes de fréquences. Les coefficients A, et By
permettent ainsi de décrire le spectre de la vibration.

1.3 Solution particuliere

Lorsqu’on résout une équation différentielle linéaire, on commence par déterminer la
forme générale de ses solutions, puis en considérant des conditions initiales, on détermine
les valeurs correspondantes des parametres libres de ces solutions. Nous allons faire de
méme ici en introduisant maintenant des conditions initiales.

L’équation des ondes est par rapport a la variable ¢ une équation du second ordre.
Ainsi, pour caractériser pleinement une solution, il faut se donner deux conditions ini-
tiales : sa position initiale et sa vitesse initiale. Dans notre probleme, cela signifie qu’on
connait la forme initiale de la corde, donnée par une fonction que nous noterons yo(z) et
sa vitesse initiale en tout point, donnée par une fonction vy(x) :

Conditions initiales : Vz €]0, L[ y(z,0) = yo(z) et g?;<L 0) = vo(x)

Ces données doivent nous permettre de déterminer la solution du probleme corres-
pondante, c’est-a-dire, dans ’expression plus haut, de déterminer les valeurs de tous les
coefficients Aj, et By correspondant a ces conditions initiales.

Déterminer cette infinité de coefficients a partir de ces deux seules conditions peut
sembler irréalisable mais il se produit un petit miracle. Prenons notre solution générale
et écrivons la premiere condition :

Z sin( (Ak cos(vEX - 0) + By, sin(vET - ) Z Ap sin( = yo(x).

On reconnait une série de Fourier! Plus précisément, il s’agit d’une série de Fourier
de fonction impaire et 2L-périodique. D’apres notre condition, cette série est égale sur
10, L] a la fonction yo (que 'on peut virtuellement prolonger en une fonction impaire 2L-
périodique). On en déduit que les coefficients Ay sont les coefficients de Fourier de yj.
Nous pouvons ainsi donner leur expression :

2 (* : km
Ay = 2L/ Yo(z Sln( )d:E—Z/O Yo () sin(Fa)dz.
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De méme, en s’autorisant a dériver sous le signe somme, on peut écrire la seconde
condition :

k
(ggz z, Z sin( ( Aky— sm(z/— -0) + Bky— cos(y’%7T ) Q)) _ Z %Bk Sln("”L )
k=1

On reconnalt encore une série de Fourier et on déduit comme ci-dessus
vk
—Bk T / vo() sin(“Fx)dw.

On obtient ainsi les valeurs des coefficients By. Les coefficients Ay et B, sont alors
parfaitement connus et on a donc trouvé (sous forme d’une série de fonctions) I'unique
solution du probleme.

1.4 Un exemple

Il faut reconnaitre que la résolution de I’équation des ondes présente quelques lour-
deurs et difficultés. Mais ce probléme est désormais résolu et 'appliquer a des cas concrets
revient a utiliser bétement des formules.

Nous allons étudier ici le cas de la corde frappée (on pourra penser a une corde de
piano). On considere une corde de longueur 1 pour simplifier. Elle est initialement au
repos, puis on la frappe. On souhaite décrire la vibration créée par ce choc.

Tout ce que nous avons a faire est de traduire mathématiquement les conditions ini-
tiales de ce probléeme puis appliquer les formules obtenues précédemment.

La corde est initialement au repos, donc la forme initiale de la corde est donnée par
yo(x) = 0. Le choc se traduit par une impulsion donnée a la corde. On peut le modéliser
en considérant que dans la zone ou la corde est frappée, celle-ci posséde une vitesse initiale
non nulle. Pour faire simple, nous allons supposer que la vitesse initiale est donnée par
—uv sur l'intervalle ot a lieu le choc, et nulle partout ailleurs. Ainsi, la vitesse initiale vy (z)
est donnée par le graphe ci-dessous.

Appliquons nos résultats précédents avec L = 1. La solution du probleme est alors

donnée par
+oo

y(z,t) = sin(krz) (Ag cos(vkmt) + By sin(vknt)),
k=1
avec

1
Ay = 2/0 yo(z) sin(krz)dr =0
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et
2

vk

1 _ 2v(cos(kmb) — cos(kma))
/0 vo(z) sin(kmx)dx = R :

Finalement, la vibration de la corde frappée est donnée par

By =

y(,t) = z":o 2v(cos(k7ryb£2;2(:os(k7m))

k=1

sin(kmx) sin(vknt).

On peut interpréter cette somme en disant que cette vibration est une superposition
de vibrations élémentaires :

ot X D e

Chacune vibre a une certaine fréquence et leurs amplitudes sont données par les coef-
ficients By que nous avons calculés. Ils définissent le spectre de la corde frappée.

[B|

Enfin et surtout, notre expression permet de représenter la vibration de la corde au
cours du temps. Nous avons représenté ci-dessous la somme des sept premiers termes de
la série pour cing valeurs successives de t. On observe que la corde commence & vibrer 1a
ou on l’a frappée, puis 'onde ainsi créée va se propager vers la gauche de la corde. Comme
notre modele est sans frottement, 'onde continuera indéfiniment a se propager le long de
la corde avec des réflexions aux extrémités.

tl tQ t3 t4 t5

Rappelons que notre modele n’est valable que pour de tres petites oscillations de la
corde. Les amplitudes de nos figures sont exagérées afin que ces derniéres soient lisibles.
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2 Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur est mathématiquement du méme type que I'’équation des
ondes. Sa résolution est parfaitement analogue. Nous allons en reprendre les étapes sans
détailler les calculs.

2.1 Résolution du probleme de référence

Présentation du probléme

On considere une tige métallique de longueur L. Elle est dans un milieu isolant et ses
extrémités sont en contact avec un milieu a 0 degré. On cherche a décrire 1’évolution de
la température dans la tige.

On note T'(z,t) la température a P'abscisse = de la tige a l'instant ¢. L’étude locale
des transferts thermiques dans la tige permet d’établir ’équation de la chaleur qui dé-
crit I’évolution de T au cours du temps. On peut 'interpréter comme une équation de
propagation de la chaleur dans la tige. Notre probleme est ainsi décrit par :

P T ’T
Equation de la chaleur : %f =cAT = 0(3962 (1)

Conditions au bord : Vi>0 T(0,t) =0 et T(L,t) =0 (2)

ou c est le coefficient de diffusivité thermique de la tige.

Solutions stationnaires
On cherche les solutions de la forme T'(x,t) = U(x)V (t). On injecte dans ’équation
de la chaleur, et apres séparation des variables, on obtient les équations

u"(x) = du(x) =0, V'(t) — Aew(t) = 0.

La résolution de la premiere équation en tenant compte des conditions au bord permet
2.2
de montrer que A = —EZ- avec k € N* et u(z) = bsin(’%ra:),ZbQG R*.
-k
2 .

La résolution de la seconde conduit alors & v(t) = de™*

Les solutions stationnaires du probléme sont ainsi les fonctions de la forme

m2k2

Ti(z,t) = Asin(®2)e™ 12, ke N*,A€R"

On peut représenter les premieres solutions stationnaires. Les répartitions de tempé-
rature sont des sinusoides qui convergent vers 0 au cours du temps. La convergence vers
0 est d’autant plus rapide que k est élevé.

T (x)
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Contrairement au cas des problemes de vibration, il est difficile de donner un sens
physique a ces répartitions de température particulieres.

Solution générale du probleme
Les solutions du probléme sont des combinaisons linéaires infinies de solutions station-
naires :

“+o0 m2k2
T(x,t) = Apsin(Ez)e™ 17,
k=1

Condition initiale

L’équation de la chaleur est d’ordre 1 en la variable t. Une seule condition initiale
suffit a déterminer une solution particuliere du probleme.

Supposons qu’a l'instant ¢t = 0, la température dans la tige est décrite par une fonction
T(x,0) = Ty(z). En considérant cette condition dans la solution générale ci-dessus, on
obtient une série de Fourier et on est capable d’exprimer les coefficients A, en fonction
de la température initiale Ty :

L

2 (L
Vk, A= Z/ To(z) sin(*Zx)d.
Jo

Le probleme est ainsi compléetement résolu. Remarque importante : le terme expo-
nentiel se rapproche tres rapidement vers 0 lorsque on augmente k. Dans les cas les plus
standards, cela se traduit par une convergence extrémement rapide de la série. En pra-
tique, on arrive a obtenir des résultats trés précis en ne calculant que les tous premiers
termes de la série.

2.2 Une variation

Considérons maintenant un probleme légerement différent. Imaginons une porte de
réfrigérateur. Elle est en contact en son bord intérieur avec un milieu a 4° et en son bord
extérieur avec le milieu ambiant qu’on suppose a 20°. Le probleme est ainsi décrit par

. T T
Equation de la chaleur : %t =cAT = g;;g? (1)
Conditions au bord : V>0 T(0,t) =4 et T(L,t)=20 (2)

Cela ressemble au probléeme précédent mais avec une légere différence. Lorsqu’on ré-
sout une équation différentielle linéaire, on commence par résoudre I’équation homogene
associée, puis on cherche une solution particuliere de 1’équation et on conclut que les
solutions sont toutes de la forme « solution homogene + solution particuliere ».

Il suffit de comprendre que notre probléeme de référence est ici I’équivalent de ’équation
homogene associée. En effet, si T}, est une solution du probleme général traité dans la
partie précédente et si T}, est une solution de ce nouveau probléme, alors la linéarité du
probléme permet de vérifier facilement que 7}, + 7}, est encore une solution de ce nouveau
probléme (par exemple, pour les conditions au bord, il s’agit de remarquer que 0 +4 = 4
et 0+ 20 = 20).

Ainsi, pour résoudre ce nouveau probleme, il suffit d’en déterminer une solution par-
ticuliere. Ici, la solution particuliere la plus simple (et peut-étre la plus intéressante) est
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la solution a I’équilibre.

Nous cherchons donc la solution a 1’équilibre du probleme, c’est-a-dire la solution qui
reste constante au cours du temps. Autrement dit, elle ne dépend que de la variable x :
Teg(z,t) = Toy(x).

Dans ce cas, 'équation de la chaleur devient 0 = ¢T7, (). On l'integre deux fois et on
obtient Ti,(z) = ax + b. D’autre part, les conditions au bord imposent que 7,,(0) = 4 et
T.q(L) =20. On en déduit que b=4 et a = I—LG. La solution a I’équilibre du probleme est

16
Tey(z) = T + 4.

A Téquilibre, la température se répartit linéairement dans la porte, ce qui ne devrait
étonner personne.

La solution générale du probleme s’écrit alors T, 4T}, ou T}, est la solution du probleme
de référence. On obtient ainsi

16 = s (kT —ct(kiT)2
T(x,t) = f$+4+ZAksm(fx)e L),
k=1

On constate sans surprise que de telles solutions convergent au cours du temps vers la
solution a 1’équilibre.

Enfin, si on connait la température initiale Ty dans la porte, on peut en déduire les
coefficients A, de la méme maniere que dans la partie précédente. Il faut juste s’y ramener
ainsi :

To(x) — Teg(z) = kzo:o A sin(kf”x)

Les coefficients Ay sont alors donnés par A = %fOL(TO(x) — Tog(z)) sin(Ez)da.

Par exemple, si L = 0,1, ¢ = 107% et Ty(x) = 20° (on vient de brancher le réfrigérateur)
on calcule Ay, = 20 f"'(20 — 160z — 4) sin(10k7x)dz. On a ainsi calculé les cing premiers
coefficients de la solution et représenté pour différentes valeurs de ¢ la solution

5
T(x,t)~= > Sin(lOkWCK])e—10*4k2ﬂ2t‘
k=1

T(z,t)

207 On remarque que pour t =~ (0, notre graphe n’est pas
satisfaisant car nous n’avons pas pris assez de co-
efficients pour notre approximation. Mais des que t
augmente suffisamment, les termes élevés de la sé-
rie convergeant tres vite vers 0, notre approximation
devient précise. A partir de la cinquiéme courbe, on
pourrait se contenter du premier terme de la série et

obtenir des graphes quasiment identiques.

24



A retenir

Méthode des solutions stationnaires Pour toute une classe d’équations li-
néaires aux dérivées partielles avec conditions au bord nulles, la méthode suivante
est applicable :

% Recherche des solutions stationnaires, i.e. de la forme f°(espace) x
fe(temps) : injection dans ’équation, séparation des variables, résolution
de I'équation spatiale en utilisant les conditions au bord, résolution de
I’équation temporelle.

% La solution générale s’écrit alors comme une combinaison linéaire infinie
de solutions stationnaires.

% Etant données des conditions initiales, on peut déterminer les coefficients
de cette combinaison. Il faut pour cela reconnaitre que les séries sont des
décompositions dans une base orthonormée de fonctions (analogues a des
séries de Fourier) et obtenir les coefficients comme des projections dans
cette base.

% Lorsque I’équation possede un second membre ou que les conditions au bord
sont non nulles, on résout le probleme homogene associé (voir ci-dessus) et
on cherche une solution particuliere du probleme, par exemple sa solution
a I’équilibre.
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Transformée de Fourier

1 Introduction

Les séries de Fourier permettent de décomposer une fonction périodique et de décrire
I’amplitude des différentes fréquences qui la composent. On peut ainsi représenter une
telle fonction par son spectre discret. Peut-on faire une telle analyse fréquentielle pour
une fonction qui ne serait pas périodique ?

Regardons des exemples de fonctions de différentes périodes avec leurs spectres, mais
représentons les spectres en indiquant en abscisse, non pas les multiples de la fréquence
fondamentale mais les fréquences elles-mémes.
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La période de cette seconde fonction est plus grande que celle de la premiere. Cela
se traduit par la présence de fréquences plus basses dans le second spectre que dans le
premier et globalement par un spectre plus resserré. Si on consideére des fonctions de
périodes de plus en plus grandes, on aura des spectres contenant des fréquences de plus
en plus proches les unes des autres. A la limite, avec une fonction de période infinie (une
fonction non périodique en fait), on aimerait pouvoir définir un spectre contenant toutes
les fréquences réelles possibles, c¢’est-a-dire un spectre continu.

lewl

w

-

Pour définir cet outil, il faut adapter nos définitions de coefficients de Fourier et passer
d’un point de vue discret (fréquences dénombrables, séries) a un point de vue continu
(continuum de fréquences, intégrales).

Nous donnons ci-dessous le tableau des correspondances entre les deux théories.

Discret Continu
Fonction f(t) T-périodique intégrable sur R
T

.21

+o0 .
Coeflicients de Fourier Cp = & / - fe Tt | ¢, = / f(t)e “tdt

2

+oo .2mn +o0o X
Décomposition de Fourier | f(t)= > c,e' 7° ft) =3+ / coe“tdw

n=—oo
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Décomposition de Fourier

On rappelle qu'une fonction f est intégrable sur R si l'intégrale [7°°|f] converge.

Cett
sont

—~ Définition

e hypothese garantit que les nombres ¢,, introduits plus haut soient bien définis. Ils
plus usuellement notés ¢, = f(w).

Soit f une fonction intégrable sur R. On appelle transformée de Fourier de
f Papplication
f: R —- C

w /jo f(t)e “tdt.

Remarques

*

*

Le nombre complexe f (w) est défini comme le produit scalaire de la fonction f avec la
fonction sinusoidale t — €“!. Il permet de mesurer la présence plus ou moins élevée de la
fréquence w dans la fonction f.

Il existe d’autres définitions analogues, plus adaptées a certaines considérations physique
(fréquences/pulsations) ou mathématiques :

f(w) = /_O:O f(t)e*Qiﬂwtdt ou encore f(w) = \/:;Tr /_O:O f(t)efi“’tdt,

La théorie présentée ici reste la méme avec ces définitions, seules quelques constantes
peuvent étre modifiées dans les formules.

L’hypothese d’intégrabilité n’est pas tout a fait nécessaire, tout d’abord parce que l'inté-
grabilité au sens de Fourier est un peu plus large que l'intégrabilité classique sur R mais
également car il existe une théorie plus large, la théorie des distributions, qui permet
de définir une transformée de Fourier pour une classe bien plus grande de fonctions.

Exemple
Soit p = 1jg,1) la fonction « porte » définie par p(t) =1si 0 <t < 1 et p(t) = 0 sinon.

Sa transformée de Fourier est définie par

ou sinc désigne la fonction sinus cardinal définie par sinc(z)
Notre calcul n’est pas valable en w = 0. On obtient $(0) = fol 1dt = 1.

p(t)

o8] ) 1 ) e—iw _ 1
p(w) = / p(t)e “dt = / e Wit = - !

—o0 0 —lw
—i% = ; (w)
—ige 2 —e?2 —i% sy ¥ w ! ¢

= = 2 = 2 =

e — 2e " e 'Zsinc(y), 1B(e)|

sin(x)

ol

27 4w w

Ce spectre n’est pas simple a interpréter. Comme pour la fonction créneau, il contient beaucoup de

fréquences. Disons simplement que les basses fréquences sont les plus importantes.
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La transformée de Fourier d’une fonction décrit sa répartition de toutes les fréquences
réelles. Il est alors possible de décomposer cette fonction en une somme intégrale de
fonctions sinusoidales affectées des coefficients donnés par la transformée.

F[Théoréme d’inversion} \

Soit f une fonction intégrable. Supposons que sa transformée f soit également
intégrable. Alors on peut recomposer f a partir de sa transformée de Fourier sous

la forme
1 oo

ft) = — fw)e* dw.

:27'(' —00

Remarques

% Le facteur % n’a pas d’interprétation particuliere, ce n’est qu’un terme de renormalisation.
% Attention, alors que dans la version discréte, on distinguait facilement la formule des
coefficients de Fourier et la série de Fourier, on peut ici confondre la formule des coefficients
f(w) et la recomposition de f sous forme intégrale. Le fait que ces formules soient analogues
a du sens et correspond a des propriétés intéressantes de la transformée mais est aussi

source de confusion.

r—[Démonstration] N

Nous ne donnons qu'une esquisse de preuve, valable pour une fonction f de classe C!, a
support compact (c’est-a-dire nulle en dehors d’un intervalle borné).

L’idée principale de la preuve repose sur ce qui a été dit en introduction : la transformée de
Fourier dérive des séries de Fourier apres passage du discret au continu.

D’apres notre hypotheése, on peut se donner un intervalle I contenant toutes les valeurs non
nulles de f. Notons T sa longueur et considérons la fonction T-périodique égale a f sur I.
On écrit sa série de Fourier :

in2l 1 7in2i 2 romn
Vel f(t)=Y e T, avec Cn:f/lf(t)e Frdr - LF (2m).

1 2 2 ~ .2mn
Ainsi; Vtel, f(t)=—-—- lim il Z f(Er)e'T £,
N

On reconnait une somme de Riemann associée & la fonction w — f (w)e™“! sur lintervalle
[-N7, Nx|. En considérant des intervalles de plus en plus grand afin de faire tendre T vers
400, on obtient a la limite :

N 1 “+00

vteR, f(t)= €. lim flw)e“tdw = —

n iwt
= dw.
2T N—+oo J_ni 2 J_ o flw)edw

Précisons bien que les passages a la limite que nous avons évoqués nécessitent que l'on vérifie
certaines hypothéses avant de conclure!

Pour étendre le résultat a toutes les fonctions intégrables, il faut utiliser des résultats de densité

des fonctions de classe C'' & support compact.
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Exemple
Reprenons notre fonction p. Sa transformée de Fourier n’est pas une fonction intégrable

au sens classique mais I’est au sens de Fourier. Nous pouvons écrire la décomposition de Fourier de p :

1 +o0 ) 1 +oo » .
Vt, p(t) / ﬁ(w>elwtdw [ e_lgsinc(%)elw"‘dw.

T o oo 2 J_

Inversons les roles de nos variables : remplagons ¢t par —w et w par t :

+oo
Yw, p(—w) = i/ efi%sinc(i)e*it“’dt
’ 27 2 '

— 00

On reconnait a droite la définition d’une transformée de Fourier . On en déduit ainsi, sans avoir fait de

-t
calcul, que la transformée de la fonction ¢ — e~ 2sinc(5) est la fonction w — 27p(—w) = 2711 o).

Comme pour les séries de Fourier, la décomposition de Fourier en somme intégrale est
unique. C’est ce que précise la proposition suivante.

On peut voir la transformation f f comme un changement de repere qui permet
de passer du point de vue temporel au point de vue fréquentiel. Le théoréme d’inversion
fournit la transformation inverse, et on a finalement équivalence entre la donnée d’une
fonction ou de sa transformée.

s

Propriété N

L’application qui a une fonction intégrable f associe sa transformée f est injec-
tive : si f = g, alors f = g¢.

\ J

r—[Démonstration] N

Supposons que f et g sont deux fonctions intégrables qui vérifient f = §. Notons alors h =
f — g. On peut vérifier que h = f —§ = 0. Ainsi h est une fonction intégrable dont la
transformée de Fourier est aussi intégrable. D’apres le théoréme d’inversion, pour tout ¢, h(t) =
L f_+oo ﬁ(w)ethdw =0. Donc h =0 et finalement f = g.

2T 0o

3 Propriétés générales

Nous supposerons dans la suite que toutes les fonctions considérées admettent une
transformée de Fourier.

— Propriété \
* Linéarité :  \f + g = \f + ug.

% Si f est une fonction réelle paire, alors f I’est aussi.

% Si f est une fonction réelle impaire, alors f est imaginaire pure impaire.
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Propriété : lemme de Riemann-Lebesgue}

De méme que la suite des coefficients de Fourier ¢, tend vers 0, si f est une
fonction intégrable, alors lirf f(w) =0.
wW—r00

Et comme pour les coefficients de Fourier, plus la fonction est réguliére, plus sa transformée
converge rapidement vers 0 en 'infini.

r—[Démonstration} \

Donnons la preuve dans le cas des fonctions de classe C' & support compact. On peut en
déduire le cas général en utilisant la densité de ces fonctions dans I’ensemble des fonctions
intégrables.

Soit f une fonction de classe C! nulle en dehors d'un intervalle borné [a,b]. Calculons sa
transformée a l'aide d’une intégration par partie

N e A

Par hypothese, f(a) = f(b) = 0 et d’autre part, f est continue donc bornée sur [a,b] et

l’exponentielle complexe est bornée par 1 en module. En notant M un majorant de |f|, on

obtient | f(w f M - |UlJ‘dt M(|Z 4 On en déduit bien que f(w) converge vers 0 quand w
tend vers ioo.

4 Manipulations

,—[Propriété : décalage et déphasage} \

% Soient a et § deux nombres réels. Soit g définie par g(t) = f(t + «).

Alors sa transformée est donnée par §(w) = el f(w).

% Soit h définie par h(t) = e’ f(t).

Alors sa transformée est donnée par h(w) = f(w — f).

Interprétons : la fonction g est obtenue en décalant le graphe de la fonction f de «
vers la gauche. Autrement dit, les graphes de f et ¢ ont exactement la méme allure. Il
est évident que ces deux fonctions seront composées des mémes fréquences : en module,
leurs transformées de Fourier sont identiques, le terme ' est un terme de déphasage qui
n’affecte que 'argument de la transformée.

Réciproquement, la fonction h est obtenue en déphasant la fonction f et cela se tra-
duit par un décalage de la transformée de Fourier. Cela est trivial si f est une fonction
constante. Dans ce cas, son spectre est réduit a un terme en 0. La multiplication par ' le
transforme en une fonction sinusoidale ne contenant qu’une seule fréquence 3 d’amplitude
1. Son spectre est donc bien décalé de 3 .

30



r—[Démonstration] N

On peut démontrer le premier résultat a I’aide d’un changement de variable dans la définition
de §(w). Il est aussi possible de raisonner & partir du théoréme d’inversion. Supposons que le

théoréme s’applique a la fonction f, alors pour tout ¢, f(t) = i j;o f (w)e“tdw. Récrivons
cette égalité en t + « :
1 [T . Y N ,
g(t) = f(t+a) = / Fl)e o dy = 1 [ gwa fyeietdy,
o 2w

Cette derniere intégrale est donc la décomposition de Fourier de la fonction g. Par unicité
de cette décomposition, on déduit que les coefficients e*® f (w) qui la constituent sont les
coefficients de g. Ainsi, pour tout w, §(w) = “* f(w).

Raisonnons de méme pour h :

+o0 R too )
h(t) = ltﬁf( t) = ;ﬂ/ itﬁf( Je wtq,, 217T f(w)elt(w+ﬁ)dw.

Il s’agit encore d’une décomposition de Fourier, mais avec un décalage des fréquences. Le
coefficient f (w) n’est plus affecté a la fréquence w mais a la fréquence w + 5. Et par un simple

changement de variable, on montre que le coefficient ﬁ(w) affecté a la fréquence w est égal a

flw=n).

Exemple
Soit u la fonction échelon définie par u = 1[g 4 o[ qui vaut 1 sur Ry et 0 sur R*. On

souhaite calculer sa transformée de Fourier. Pourtant cette fonction n’est pas intégrable et sa transformée
n’est a priori pas définie. Essayons néanmoins de ’obtenir d’une maniére formelle.
Remarquons que pour tout ¢, u(t) — u(t — 1) = p(t) on p est notre fonction porte entre 0 et 1. Alors,

_

si on admet que la transformée de u existe, on aurait par linéarité : u(t) —u(t —1) =p

D’apreés la propriété de décalage, on obtient @(w) — e “i(w) = Hlw) = =L On en déduit que

- 1
i(w) = 5.
Notons que notre raisonnement n’est pas valable en w = 0. Il y a bien un probléme en cette valeur et

la transformée de u n’y est pas bien définie.

Propriété : dilatation et contraction}

Soit a € R et g définie par g(t) = f(at). Alors §(w) = %f( ).

C’est une propriété facile a interpréter : lorsqu’on dilate le graphe de f, on contracte
son spectre et on 'amplifie. Réciproquement, lorsqu’on contracte le graphe de f, on dilate
son spectre et on 'atténue.
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Une conséquence de cela est que si une fonction f a ses valeurs concentrées sur un petit
intervalle, son spectre sera lui tres étalé. Et réciproquement, si une fonction a un spectre tres
resserré, cela implique que cette fonction s’étale largement dans le temps.

Ces propriétés sont liées au principe d’incertitude de Heisenberg en physique quantique.

r—[Démonstration] N

Prenons le cas a > 0. Avec le changement de variable u = at, on obtient

+OO +OO . a A
s = [ ratear= [ paei — 1),

— 00 — 00

Exemple
Calculons la transformée de la fonction sinus cardinal. Nous savons déja que la trans-

t R .

formée de la fonction f(t) = e 2sinc(%) est f(w) = 2m1[_q,0). Posons g(t) = f(2t) = e *sinc(t). D’aprés
la propriété de contraction, §(w) = %f(%) = ml[_9,0. Enfin, utilisons un déphasage : sinc(t) = ellg(t),
donc

—

sinc(w) = g(w —1) = 71—y 1.

,—(Propriété : produit de convolution} .

On appelle produit de convolution de deux fonctions f et g la fonction notée
f * g, définie par

VR, (Fxg)t)= [ flulglt—wdu
Alors . L
frg=f-9 et f-g=[*3

Le produit de convolution est une opération qui apparait naturellement en traitement du
signal ou en traitement de I'image. La transformée de Fourier permet de ramener cette opération
un peu compliquée a un simple produit.

r—[Démonstration] \

Donnons une preuve formelle de la premiere proposition, basée sur le théoreme d’inversion.
Notons e, la fonction ¢ — e'“*. Un simple calcul permet de montrer que (fx*ey)(t) = e, (t)f(w).
Il est également trivial que la convolution est linéaire en chacune des deux fonctions. Décom-

1 400 A

posons g en une somme intégrale de fonctions e, : g(t) = 5- |~ §(w)e, (f)dw. En supposant

que la linéarité s’étend aux sommes intégrales, on obtient
+00 +oo .
(PO =2 [ s rebdo= & [ et
— 00 — 00

On déduit de cette nouvelle décomposition que les coefficients de Fourier de f * g sont bien
donnés par f * g(w) = f(w) - §(w).
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e(t) o s(t) En traitement du signal, 'action d’un filtre est souvent repré-

sentée par le schéma ci-contre ou e(t) désigne le signal d’entrée,
s(t) le signal de sortie et h(t) caractérise le filtre (on 'appelle réponse impulsionnelle du filtre).

Trés souvent, la sortie est donnée par s(t) = (e * h)(¢t). Pour éviter un calcul délicat, on passe a la
transformée et on obtient 8(w) = é(w)h(w). La transformée h est appelée fonction de transfert du
filtre. La connaissant, il est facile de calculer § en fonction de é et de décrire 'action du filtre. Pour
retrouver la sortie s(t), il faut tout de méme utiliser le théoréme d’inversion, mais on fait souvent appel
a des tables de transformées usuelles.

Par exemple, si h(t) = e tu(t) et e(t) = u(t), alors h(w) = H_ﬁ et é(w) = . Donc §(w) = m
On décompose cette fraction en éléments simples afin de reconnaitre des transformées de Fourier :

AN 1 1
$(w) =15 - Tt

= (u/—\h) (w). Par unicité de la transformée, on en déduit que s(t) = u(t) — e ‘u(t).

5 Distribution de Dirac

r—[Déﬁnition : distribution de Dirac] N

On appelle distribution de Dirac en 0 la « fonction » notée g définie par :
+oo
VEAO, So(t) =0 et / So(t)dt = 1.

On définit de méme la distribution de Dirac en 7 € R par :
+o0o
VtAT, 6.(t)=0 et / So(t)dt = 1.

Remarques

% Cette définition est contradictoire, aucune fonction réelle ne peut satisfaire ces deux
conditions. Comme son nom l'indique, la distribution de Dirac n’est pas une fonction
mais une distribution. Comme nous n’avons pas le cadre adéquat pour proposer une
définition rigoureuse, nous nous contenterons de celle-la.

% La distribution de Dirac permet de modéliser en physique des évenements instanta-
nés (on parle d’impulsion de Dirac) .
% On la représente avec un graphe sous forme d’un baton.

Cela rappelle nos spectres discrets du chapitre précédent. Les 1950
distributions de Dirac permettent justement de lier formellement T%éf
spectres discrets et continus. -

—~ Propriété \
% Au sens des distributions, la fonction échelon est une primitive de la dis-
tribution de Dirac : v/ = §y.

% La distribution de Dirac en 0 est I’élément neutre du produit de convolu-
tion : pour toute fonction intégrable f, f*xdy= f.

%* Sa transformée de Fourier est donnée par : Vw € R, dp(w) = 1.
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Cette derniere propriété semble contredire le lemme de Riemann-Lebesgue mais ce
n’est pas le cas puisque dy n’est pas une véritable fonction intégrable.

Notons aussi qu’elle est 'illustration extréme de la propriété de contraction/dilatation :
la distribution de Dirac permet de décrire la fonction la plus concentrée qui soit et son
spectre est le plus étalé qui soit.

r—[Démonstration} N

Utilisons notre définition bancale. Tout repose sur le résultat suivant : ff F(#)0p(t)dt est égal
a f(0) si 0 €]a,b[ et & 0 sinon. En effet la distribution de Dirac est nulle en dehors de 0, donc

cette intégrale vaut formellement fOO f(t)do(t)dt si 0 est dans l'intervalle. Et sur 'intervalle
[0,0], la fonction f est constante égale a f(0). Ainsi f; f(t)do(t)dt = f(0) foo do(t)dt = f(0) - 1.

Une primitive de §y est donnée par ffoo do(xz)dz. D’apres ce qui précede, cette intégrale vaut
1 lorsque = > 0 et 0 lorsque x < 0. Il s’agit bien de la fonction échelon.

De méme, (f * do)(t) = [T f(t — u)do(u)du = f(t —0) = f(t).

Enfin, §(w) = fj;o So(t)e widt = e7iw 0 = 1.

6 Transformée et équations différentielles

,—(Propriété : dérivation et intégration} .

Soit f une fonction intégrable de classe C' de limite nulle en I'infini et telle que
[’ soit également intégrable. ~ X
Alors la transformée de f’ est donnée par f'(w) = iwf(w).

Supposons maintenant que Iapplication ¢ — ¢ f(t) est intégrable.
Alors f est dérivable et 4 f=(=itf(t)).

\. J

La premiere propriété rend la transformation de Fourier particulierement intéressante
pour traiter des problemes d’équations différentielles. Elle transforme en effet des dériva-
tion en de simples multiplications par .

r—[DémonstrationJ N

Le premier résultat se démontre a ’aide d’une intégration par partie :
R +o00 T +oo
_ / —iwt 34 _ —iwt : —iwt 34 _ -
Floy= [ rweiar=[re =)' - [ cwpea =0+ (o),

— 0 —oo

en utilisant f(t)e”“* — 0 en 00 d’aprés ’hypothese et le fait que I’exponentielle est bornée.
De méme, en s’autorisant une telle dérivation, on obtient

+o0 +oo
B = [ rweta= [ et

dw —oo —oo

On reconnait bien la transformée de la fonction t — —it f(t).
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Exemple
On considéere 'oscillateur harmonique en régime forcé. Il est modélisé par ’équation

différentielle
Y () +wiy(t) = f(1),

ol wy est la fréquence propre du systéme et f représente l'excitation du systéme. On souhaite décrire la
réponse du systeme en fonction des caractéristiques de f.

La solution générale de I’équation homogene y” + wiy = 0 est yp(t) = del*o! + pe=wot I reste a
trouver une solution particuliere. Supposons qu’il en existe une admettant une décomposition de Fourler

Pour la déterminer, passons a la transformée de Fourier danb I’équation. Par linéarité, y” +w? f
En utilisant deux fois la propriété de dérivation, y’ ( ) = iwy! (W) = —w§(w).

Ainsi on obtient —w?§j(w) +w)(w) = f(w). I 0’y a plus de dérivées! Et on déduit Pexpression de la
transformée de y en fonction de celle de f :

X f(w)
jlw) = wg — 2

Pour résoudre ’équation, il faut revenir a y(t) a ’aide d’une transformation inverse. Mais avant de le
faire, nous pouvons déja interpréter notre résultat. On remarque déja qu’il y a un probleme pour w = wy.
Si f(wo) # 0, §(wo) 'est pas défini (ou est infini). (est le phénoméne de résonance : si excitation
contient la fréquence propre du systeme, cette composante va faire rentrer le systéme en résonance et le
faire osciller de plus en plus fortement (avec un terme du type at sin(wpt)).

1)

Si f(wp) =0, il n’y a plus de probléeme. On observe alors que les fréquences
présentes dans la solution y sont les mémes que celles de f mais avec une /\

amplitude divisée par w3 —w?. Lorsque w est trés proche de la fréquence propre wo  wo
wp, il s’agit d’'une amplification, si elle en est éloignée, il s’agit d’une atténuation. [9(w)]

Autrement dit, lorsqu’on excite le systeme avec f, il amplifie les fréquences de
f proches de sa fréquence propre et atténue celles qui en sont éloignées. Il se
comporte comme un filtre passe-bande.

T T
—wo WO w

Terminons la résolution. Remarquons que —+— = ——21 (
wi—w wo
1

la fonction w ~— = est la transformée de la fonction iu(t) ot u désigne la fonction échelon. Ici, nous
reconnaissons des décalages de cette transformée qui correspondent & des déphasages de 1’échelon. On
peut en déduire que — - ——_= est la transformée de la fonction

1 1

w—wq w4wo

). Nous avons déja vu que

1 s sin(wot)
t) = ——— (e“otin(t) — e7Wotiy(t)) = —/——2u(t).
g(0) =~ 5 (0 iut) - e rtiu(e)) = ()
Nous pouvons finalement écrire §(w) = f(w)j(w). On reconnait la transformée dun produit de

convolution. Par unicité de la transformée de Fourier, on en déduit que

1ftee
vO) = (Frg)) = - [ sinlens) (e~ )i,
wo Jo
Méme si cette expression n’est pas simple, nous avons tout de méme réussi a ’obtenir alors que nous
ne connaissons pas la fonction f explicitement. Mais a vrai dire, I’expression réellement intéressante est
celle de §(w) que nous avons obtenue plus haut.

Si f est la distribution de Dirac dg, on obtient la solution particuliere y,(t) = (do * g)(t) = g(t) et la
solution générale est de la forme y(t) = Jei“o! 4 pe~iwot 4 wio sin(wot)u(t). Et si on impose les conditions
initiales y(0~) = ¢/(0~) = 0, on obtient la solution

y(t) = wio sin(wot)u(t). ()

A~

C’est la réponse du systeme lorsqu’il est initialement au repos et qu’on 'excite ‘ \/ ¢
avec une simple impulsion instantanée.
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7 Spectres

Terminons ce chapitre par deux exemples ol le passage au point de vue spectral per-
met d’obtenir des informations inaccessibles a partir du point de vue temporel.

% La chlorophylle est un pigment qui absorbe une partie de ’énergie lumineuse. Etudier
I’onde lumineuse ne donne pas grand chose mais étudier son spectre est instructif. Il permet de
comprendre que 'absorption est plus ou moins importante en fonction des différentes fréquences
qui composent la lumiére et d’expliquer la couleur des végétaux. On donne a gauche le spectre
d’absorption de la chlorophylle et a droite des spectres de différents pigments. Attention, ils sont
représentés a l'envers, avec en abscisse des longueurs d’onde et non des fréquences.

Absorption relative (pourcentage)

Ch\’nmphyl\e b

Caroténoides

Chlorophylle a v Phycocyanine

- v Phycorithine \ Chiorophylle &
/i ;

Chicroprylles [
1

Longueur d'onde de la lumiére (nanométres, nm)

% Lesignal f(t) = 0, 8sin(5t)+0,4sin(8t) (représenté a gauche) a été émis. Mais la connexion
étant bruitée, c’est le signal g (au milieu) qui a été regu. Il semble impossible de retrouver le
signal d’origine. Afin d’y parvenir, on a calculé le spectre du signal regu (|g| a droite).

T
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Alors que le bruit a une intensité de 'ordre de 2, son spectre est d’intensité faible. On peut
ainsi considérer que les fréquences du spectre de faible amplitude proviennent de ce bruit tandis
que les pics nettement apparents proviennent du signal f. En supprimant toutes les fréquences
faibles, on arrive a reconstituer approximativement le signal émis.

,_{ A retenir

% La transformée de Fourier est la version continue des coefficients de Fourier
de fonctions périodiques.

Les spectres continus s’interpretent de maniere fréquentielle de la méme
fagon que les spectres discrets.

*

% Calculer une transformée de Fourier nécessite du calcul intégral, mais on
peut souvent I’éviter en utilisant les propriétés de la transformée.

*

La transformée de Fourier est un outil intéressant pour traiter certaines
équations différentielles.

36




