STHI1, Algebre générale j ) 2013
GEOMETRIE DANS Z/nZ

Ce devoir facultatif est a faire par groupes de deux étudiants maximum. Il est a rendre pour
le lundi 9 décembre au plus tard.

1 Dobble®

Le jeu Dobble est constitué d’un certain nombre de cartes. Chaque carte contient 8 symboles.
Chaque joueur posséde une carte. Une nouvelle carte est tirée. Le premier joueur qui trouve le
symbole qu’ont cette carte et la sienne en commun gagne un point.

Ce jeu repose sur le principe suivant : deux cartes quelconques du jeu ont toujours un et un
seul symbole en commun. C’est cette propriété que nous allons étudier ici. Notre objectif est de
comprendre comment on peut réaliser un tel jeu de cartes.

L’idée est de se représenter le probléme de maniére géométrique. Le principe du jeu ressemble
en effet a 'axiome “par deux points passe une unique droite”. Si chaque symbole désigne une droite
(dans un espace a définir), et chaque carte un point, I'ensemble des symboles présents sur une
carte correspondraient alors a I’ensemble des droites contenant ce point.

Cette idée est développée dans l'article suivant : http ://images.math.cnrs.fr/Dobble-et-la-
geometrie-finie.html

Précisons I'exemple développé dans Particle. L’ensemble de 4 cartes proposé est en fait (Z/27Z).
Cet ensemble posséde 4 points et 6 droites. Il permet de construire un jeu de Dobble a 4 cartes et
6 symboles (3 par carte). En ajoutant astucieusement la “droite a l'infini”, on peut le compléter
en un jeu de 9 cartes et 7 symboles.

Soit p un nombre premier et n un entier naturel. La notion de droite dans (Z/pZ)" est parfai-
tement analogue a celle de R™ : on dit que 3 points distincts A, B et C' de (Z/pZ)™ sont alignés si
B — A et C'— A sont colinéaires, c’est-a-dire s’il existe k € Z/pZ tel que B— A = k(C' — A). Ainsi,
dans (Z/3Z)?, les points (0,0), (1,1) et (2,2) sont clairement alignés. Mais les points (0, 1), (1,2)
et (2,0) sont également alignés puisque (1,2) — (0,1) = 2 x ((2,0) — (0,1)) modulo 3 (faire un
dessin). On pourra remarquer que dans cet ensemble, chaque droite contient exactement 3 points
et peut étre définie par une équation de la forme az + by + ¢ =0, ou a, b et ¢ sont dans Z/3Z.

1. Construire sur le méme modéle un jeu de Dobble reposant sur 'ensemble (Z/37Z)>.
On pourra noter les symboles avec des lettres A, B, C... et les cartes avec leurs coordonnées
dans I’ensemble.
On détaillera bien les différentes étapes de la construction et on justifiera en particulier le
nombre de symboles qu’on obtient pour ce jeu.

2. Construire de méme un jeu de Dobble reposant sur Pensemble (Z/2Z)3.

3. Si on souhaite construire un jeu avec 31 cartes (31=2546), combien y aura-t-il de symboles
par carte, et combien au total 7

4. Il y a 8 symboles par carte dans le vrai jeu de Dobble. Combien peut-il y avoir de cartes
dans ce jeu?



2  Set©

Le jeu Set est également un jeu de carte. Chaque carte comporte un dessin possédant 4 carac-
téristiques : sa forme (rond, carré ou triangle), le nombre de motifs (1,2 ou 3), sa couleur (vert,
rouge ou bleu), son coloriage (vide, plein ou hachuré). Comme toutes les combinaisons sont repré-
sentées, il y a 3* = 81 cartes dans le jeu.

On dispose un certain nombre de cartes sur la table. Le but du jeu est de trouver le premier, parmi
ces cartes, trois cartes formant un set, c’est-a-dire telles que pour chacune des 4 caractéristiques,
elles aient toutes les trois le méme caractére ou toutes les trois des caractéres différents.

Une question naturelle se pose : y a-t-il toujours un set possible avec les cartes présentes sur la
table? S’il y a trop peu de cartes, la réponse sera clairement non. On peut alors se demander quel
est le nombre minimal de cartes qu’il faut avoir pour étre certain qu’il y ait un set. La réponse
est 21 : si on prend 21 cartes quelconques du jeu, il y aura nécessairement une combinaison de 3
cartes qui formera un set.

Nous allons démontrer le résultat correspondant dans des cas plus simples.

Nous noterons chaque caractére par un nombre 1, 2 ou 3. Et nous représenterons chaque carte
par le quadruplet de ses caractéres. Par exemple, la carte (1,2, 1,3) pourrait représenter la carte
avec 2 ronds verts hachurés. L’ensemble des cartes peut alors étre vu comme (Z/3Z)*. Avec ces
notations, les cartes (1,2,1,3),(1,3,2,3) et (1,1, 3,3) forment un set : elles ont toutes la méme
forme (rond) et le méme coloriage (hachuré) et ont des nombres de motifs et des couleurs différents.

1. Montrer que 3 cartes forment un set si et seulement si elles correspondent a 3 points alignés
de (Z/3Z)*.

2. On considére maintenant un jeu Set avec seulement deux caractéristiques. Il y a alors 9
cartes correspondant aux éléments de (Z/3Z)%.

(a) Montrer qu’on peut trouver un ensemble de 4 points de (Z/3Z)? ne contenant aucun
alignement de 3 points.

(b) Montrer que si on considére 5 points de (Z/3Z)?%, il y en a forcément 3 qui sont alignés.
(¢) Conclure.
3. On considére maintenant un jeu Set avec trois caractéristiques. Nous travaillons donc dans
(Z/3Z)3.
(a) Montrer qu’on peut trouver un ensemble de 9 points de (Z/3Z)? ne formant aucun
alignement de 3 points.

(b) Supposons désormais par ’absurde qu’on peut trouver un ensemble A de 10 points de
(Z/37Z)? ne contenant aucun alignement de 3 points.
Montrer que tout plan de (Z/3Z)? contient 2, 3 ou 4 éléments de A.

(c) Montrer qu’il y a un plan qui contient 2 ou 3 points de A. Nous le noterons P.

(d) Soient a et b deux éléments distincts de P N A. Combien y a-t-il de plans contenant
{a,b}?
(e) En déduire qu'un de ces plans contient 5 points de A.

(f) Conclure.



