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CONTROLE FINAL

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
Le bareme est donné a titre indicatif.

Matrices stochastiques

Nous étudions dans cet exercice des matrices particuliéres appelées matrices stochastiques.
Elles sont utiles dans des problémes faisant intervenir de I’aléatoire, leurs coefficients permettant
de représenter des probabilités.

Nous étudions certaines de leurs propriétés dans la premiére partie et les illustrons avec un
exemple dans la seconde partie.

1. Propriétés (7 points)
Nous ne considérerons dans cette partie que des matrices de M, (R) ou n est un entier
strictement positif.

Soit M = (mjj)i<ij<n € Myp(R). On dit que M est une matrice stochastique si tous ses
coefficients sont dans [0, 1] et si leur somme sur chaque ligne vaut 1 :

Vi,j e {l,...,n}, my €[0,1] et \7¢e{1,...,n},zmij:1.
j=1

Un exemple de matrice stochastique est donné dans la partie suivante.

On pourra utiliser dans cette partie le fait qu’une matrice A est non inversible si et
seulement s’il existe un vecteur colonne C' non nul de R"™ tel que AC' = 0.

(a) Montrer que le produit de deux matrices stochatiques est une matrice stochastique.

(b) L’ensemble des matrices stochastiques est-il un sous-groupe de (GL,(R), x)?
1
Soit M une matrice stochastique et V' = ( : ) le vecteur colonne de R™ ne contenant
i

que des 1.
(c) Calculer le produit MV.
(d) En déduire que M — I,, est non inversible.
(e) Montrer que si une matrice A est non inversible, alors sa transposée est non inversible.
(f) En déduire qu’il existe un vecteur ligne non nul W tel que WM = W.



2. Chaine de Markov (7 points)
Une chaine de Markov est un graphe dont les arétes sont pondérées par des probabilités.
On se déplace sur un tel graphe en choisissant a chaque étape une aréte au hasard parmi
les arétes partant du somemt ou on se trouve. La probabilité associée a ’aréte est la
probabilité de la choisir. Voici un exemple de chaine de Markov a deux états.
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Cette chaine peut représenter (de maniére simpliste) les variations météorologiques dans
une région. L’état 1 représente les journées ensoleillées et I'état 2 les journée pluvieuses.
On suppose que lorsqu’une journée est ensoleillée, la probabilité que ce soit encore le cas
le lendemain est % et la probabilité que le lendemain soit pluvieux est % De méme, aprés
une journée pluvieuse, il y a une chance sur deux d’avoir encore de la pluie et une chance
sur deux que le soleil revienne. Ainsi, chaque jour on change d’état ou on reste dans le
méme état sur le graphe selon les probabilités décrites ci-dessus.

On souhaite connaitre les proportions moyennes de jours ensoleillés et pluvieux au cours
du temps.

(a) Quelle est la probabilité, partant de I’état 1, d’étre dans I’état 2 aprés deux étapes?

Une chaine de Markov est décrite par une matrice stochastique. La matrice de notre
exemple est

DO | — O] i~
N | — O] =

(n)

Si pour un entier naturel n on note mfj) les coefficients de la matrice M", alors m,;

représente la probabilité, partant de 1’état ¢, d’étre dans 1’état j aprés n jours.

(b) Calculer M? et retrouver le résultat de la question précédente.
¢) Soit P = (g _25> Calculer PM P,

En déduire M™ pour tout entier n.

Montrer que la suite des matrices M™ converge (terme & terme) vers une matrice
dont les deux lignes sont égales & un méme vecteur W.

(f) Verifier que W satisafait la propriété de la question 1-f.

(g) En déduire les nombres moyens de jours pluvieux et de beau temps.



Théoréme de Bézout (7 points)

Nous rappelons le théoréme de Bézout pour les nombres entiers ainsi que sa démonstration.

Théoréme de Bézout : Soient a et b deux entiers premiers entre eux. Alors il existe des
entiers u et v tels que
au+bv = 1.

Démonstration :
Soient a et b des entiers naturels premiers entre eux. Soit A = {au+bv | u € Z,v € Z}. On veut montrer que 1 € A.

Soit A’ = ANN*. Comme a X 1+bx0=a € A’, on déduit que A’ est non vide. Etant une partie non vide de N, A’ posséde
un minimum que nous notons c¢. Comme c est dans A’, il existe des entiers relatifs ug et vg tels que ¢ = aug + bvg. Nous allons
montrer que ¢ = 1. Pour cela, nous allons montrer que c divise a et b.

Effectuons la division euclidienne de a par c : il existe des entiers n et d tels que a =nc+d avec 0 < d < c.

Alors a — d = nc = n(aug + bvg). Donc d = a(1 — nug) + b(—nwvo). Ainsi, d est dans A et d est un entier positif. Or d < c et ¢ est
le minimum de A’. Donc d ne peut appartenir & A’. Le seul élément positif de A qui n’est pas dans A’ est 0. Donc d = 0. Donc
a = nc et c divise a.

En effectuant la division euclidienne de b par ¢, on montre de méme que c divise b.

Or a et b sont supposés premiers entre eux. Donc comme c est un entier positif qui divise a et b, on déduit que ¢ = 1. On peut

donc conclure que aug 4+ bvg = 1 avec ug et vo dans Z.

1. Enoncer le théoréme de Bézout pour les polynomes de R[X].

2. Le démontrer en adaptant la démonstration ci-dessus. On pensera notamment a raisonner
sur les degrés des polynomes.

Déterminer les racines du polynome réel R = Y3 — Y2 —4Y + 4.

Soit y un réel. Déterminer Iégalité de Bézout (quand elle est possible) pour les polynomes
P=X3—(y+2)X+2y—4det Q= X%2—yX +y>—y—2. Indication : une seule division
euclidienne suffit.

5. En déduire les solutions (z,y) € R? du systéme
P —(y+2)x+2y—4 = 0
P —ry+y*—y—2 = 0

Remarque : résoudre ce systéme revient a déterminer les points d’intersection des courbes
suivantes.




