STHI1, Algebre générale janvier 2024

CONTROLE FINAL

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigourecusement justifiés.
Le baréme est donné a titre indicatif.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 : réciprocité quadratique (suite) (8 points)

e Soit p un nombre premier impair. Nous notons F,, = (Z/pZ)* et nous nous placerons

dans tout l'exercice dans le groupe (F,, x).

) T - -2
e Pour @ € F), on dit que @ est un carré s'’il existe b € F,, tel quea = b'.
e Nous notons C 'ensemble des carrés de F,,.
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. . . _ _p—1
Nous définissons sur F,, 'application f : @ > a7 .

Montrer que C est un sous-groupe de (F,, x).

Montrer que dans F,,, @* = b’ si et seulement si @ = b ou @ = —b.
On en déduit en particulier que a*> =1 si et seulement sia =1 oua = —1.
En déduire que C contient ;%1 éléments.

Montrer que f est un endomorphisme de (F,, X).

Soit @ € F,. Que vaut f(a)?? En déduire que f(a) =1 ou —1.

Rappeler la définition de Ker(f) et montrer que C C Ker(f).

D’aprés une propriété du cours, il existe un élément ¢ de F,, d’ordre p—1 dans le groupe.
Que vaut alors f(¢)?

Déduire du théoréme de Lagrange que C = Ker(f).

Conclusion : @ est un carré si et seulement si f(@) = 1, et @ n’est pas un carré si et
seulement si f(a) = —1. La fonction [ permet de définir le symbole de Legendre.

En déduire que si @ et b ne sont pas des carrés, alors ab est un carré.

Exercice 2 : racines carrées de matrices

Nous nous placons dans l'ensemble M,,(C) des matrices carrées de taille n a coefficients
complexes.

Comme dans I'exercice précédent, nous disons qu’une matrice A € M,,(C) est un carré s'il
existe une matrice B € M,,(C) telle que A = B2 On dit alors que B est une racine carrée

de A.
1.

Exemples (3,5 points)

20 0
(a) Soit A= [0 O 0 . Trouver une matrice B € M3(C) telle que B* = A.
00 —

cos(f) — Sln(9)
sin(f)  cos(0)

(b) Soit Ry = [ } la matrice de la rotation d’angle 6. Est-elle un carré ?



(c) Donner une racine carrée dans C du nombre complexe i.
i

(d) Soit B = [0 }] Calculer B2, B? et B*, puis démontrer que pour tout entier n :

1

(e) Trouver une racine carrée de B. Indication : essayer n = ;.

2. Matrices diagonalisables (2 points)

Soit M € M,,(C). On suppose qu’elle est diagonalisable : il existe une matrice inversible
P et une matrice diagonale D telles que PMP~! = D.

(a) Justifier que D est un carré dans M,,(C).
(b) En déduire que M est également un carré dans M,,(C).

3. Un contre-exemple (3 points)

) 01
Soit N = {O O}

Nous supposons par I'absurde que N admet une racine carrée C' € My(C).
(a) Montrer que C* = 0. En déduire que C n’est pas inversible.

(b) D’aprés un résultat (vu en TD) propre aux matrices de taille 2, il existe a et 8 dans
C tels que : C? + aC + I, = 0.
Justifier que B = 0 puis montrer que C? = 0.

(c) Conclure.

4. Propriétés algébriques (2 points)

(a) Si on se restreint aux matrices inversibles, 'application ¢ : M — M? définit-elle un
morphisme de groupe pour le produit matriciel ?

(b) L’ensemble des matrices qui admettent une racine carrée est-il stable par addition
ou par multiplication ?
On pourra par exemple considérer les matrices suivantes qui sont des carrés (d’apreés
les résultats des parties précédentes) :
0 O
t

O b

5. Un dernier exemple (3,5 points)
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2 3 00 -1 0 10

: 0 -1 00 0 -1 0 1
Soient M = 9 _j 5 - et P = 1 1 00
0 —1—-1 0 1 0 1 0 0

(a) Montrer que P est inversible et calculer sa matrice inverse.
(b) Calculer PM P~

(c) En déduire que M est un carré.



