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CONTROLE FINAL

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
Le baréme est donné a titre indicatif.
La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Rappel des notations : M3(C) désigne I'ensemble des matrices carrées de taille 3 & coef-
ficients complexes. On note I3 la matrice identité de M3(C). On note enfin GL3(C) le sous-
ensemble de M3(C) des matrices inversibles; ¢’est un groupe pour la multiplication matricielle,
d’élément neutre Is.

Soit M = (mij)i7jg3 S Mg(C)

e On note M la matrice conjuguée de M dont les coefficients sont les nombres conjugués
des coefficients de M : M = ()i j<s-

e On note ‘M la transposée de la matrice M.
On rappelle que la transposée vérifie la propriété : (AB) = 'B'A.

e On dit que M est unitaire si ‘M xM = I;.
On note enfin U3 leur ensemble :

Us = {M € M3(C) | "MM = I3}.

Le but de ce probléme est d’établir quelques propriétés des matrices unitaires et de les
utiliser pour décrire les isométries d’un tétraedre régulier.

1. Un premier exemple 3 pts

22 0 2
Soit @ = |—v2 —iv6 2|.
V2 W6 2

(a) Appliquer Palgorithme du pivot de Gauss pour déterminer la matrice inverse de Q.

(b) Quelle relation y a-t-il entre Q! et ‘Q? En déduire que la matrice P = \/%Q est
une matrice unitaire.



2. Propriétés des matrices unitaires 7 pts

(a) Matrice conjuguée d’un produit
i. Soient A = (Cl@‘)@jgg et B = (bij)i,jgii dans Mg(C)
Rappeler 'expression des coefficients ¢;; du produit C' = AB.
ii. Démontrer que AxB = AxB.

(b) Le groupe Us
i. Montrer que si M est une matrice unitaire, alors elle est inversible dans M3(C).

ii. Montrer que si M et N sont des matrices unitaires, alors leur produit M N est
également une matrice unitaire.

iii. Montrer que U; est un sous-groupe de (GL3(C), x).

(c) Matrices unitaires et isomélries
21
Soit X = | 25| un vecteur a coefficients complexes.
23
On définit sa norme par : || X|| = \/|21]2 + | 22| + | 23]2.
Si X est a coefficients réels, on retrouve bien sa norme euclidienne.

i. Vérifier que || X|| = VIXX.

ii. Soit M une matrice unitaire. Montrer que ||[MX|| = ||.X]].
Cette derniére propriété permet de justifier que Uapplication X — MX est une
1S0métrie.
3. Second exemple 3 pts
Considérons la matrice
1 1 V2
2 2z
A=1-3 -3 ¥
V2 V2
2 2
On admet I'égalité suivante : A= P~1DP
1 0 0
2im
ol P est la matrice unitaire de la partie 1 et D est la matrice diagonale D = |0 e 3 0
2im
0 0 e3

(a) Vérifier que D est une matrice unitaire.
(b) En déduire que A est une matrice unitaire.

(¢c) Déduire également de I’égalité I'expression de la matrice A3.



. Isométries du tétraédre 12 pts

On considére le tétraédre régulier de centre O représenté
ci-contre. Ses sommets sont les points de coordonnées

1 —1 0 0
X,=|0|, X,=]0],X;=1] 1 |, x,=1|-1

V2 V2 _V2 _V2

2 2 2 2

|
X4 X3

On s’intéresse aux isométries laissant invariant ce tétraédre. On admet que de telles
isométries permutent nécessairement les sommets du tétraédre. On peut ainsi associer a
chacune de ces isométries une permutation o € S, (en utilisant la numérotation des som-
mets). Algébriquement, cette correspondance définit un isomorphisme entre le groupe
des isométries du tétraédre et un sous-groupe de G4 pour la composition.

Les isométries du tétraédre peuvent s’écrire matriciellement. Pour une matrice M €
M3(R), nous noterons ¢y, 'application X +— MX. D’aprés la question 2-c, si M est
une matrice unitaire, alors 'application ¢, est une isométrie.

Reprenons la matrice A de la partie 3. Nous admettons que son application ¢4 associée
est une isométrie du tétraédre.

(a) Calculer AX;, AXy, AX3 et AX,.

(b) Comment agit l'isométrie w4 sur les sommets du tétraédre 7 Quelle est cette isomé-
trie : une rotation autour d’un axe, une symétrie orthogonale par rapport a un plan
ou autre chose?

(¢) Donner la permutation o de &4 correspondant & 4. Quel est son ordre ? Retrouver
ainsi le résultat de la question 3-c.

0O -1 0
Soit maintenant A’ = |1 0 0
0O 0 -1

La matrice A’ est unitaire et son application @4 est une autre isométrie du tétraédre.

(d) Calculer les images de X3, X3, X3 et X, par 'application ¢ 4. Quelle est la permu-
tation o’ associée & par 7

(e) Décomposer cette permutation o’ en une composée de transpositions.

2 3 41

(f) Donner sans justification I'isométrie (rotation autour d’un axe, symétrie orthogonale
par rapport a un plan, autre) de R® qui échange les sommets X; et X, et laisse
invariants les sommets X3 et X,.

- s . . . . 1 2 3 4
Si o' n’a pas été trouvée, on pourra répondre a la question avec o = ( i

énéraliser afin de justifier que pour chaque transposition 7;; de Gy, il existe une
(g) Générali fin de justifier que p haque transpositi ; de &y, il exist
isométrie du tétraédre qui lui correspond.

(h) Interpréter ainsi ¢4 comme une composée de symétries.

(i) Justifier que toute permutation de &, correspond a une isométrie du tétraédre. Com-
bien y a-t-il d’isométries du tétraédre ?



