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Contrôle final

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Le barème est donné à titre indicatif.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Rappel des notations : M3(C) désigne l'ensemble des matrices carrées de taille 3 à coef-
�cients complexes. On note I3 la matrice identité de M3(C). On note en�n GL3(C) le sous-
ensemble deM3(C) des matrices inversibles ; c'est un groupe pour la multiplication matricielle,
d'élément neutre I3.

Soit M = (mij)i,j63 ∈M3(C).

• On noteM lamatrice conjuguée deM dont les coe�cients sont les nombres conjugués
des coe�cients de M : M = (mij)i,j63.

• On note tM la transposée de la matrice M .
On rappelle que la transposée véri�e la propriété : t(AB) = tB tA.

• On dit que M est unitaire si tM×M = I3.
On note en�n U3 leur ensemble :

U3 = {M ∈M3(C) | tMM = I3}.

Le but de ce problème est d'établir quelques propriétés des matrices unitaires et de les
utiliser pour décrire les isométries d'un tétraèdre régulier.

1. Un premier exemple 3 pts
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On en déduit que Q est inversible et son inverse est :

Q−1 =
1
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(b) Quelle relation y a-t-il entre Q−1 et tQ ? En déduire que la matrice P = 1√

12
Q est

une matrice unitaire.

On remarque que Q−1 = 1
12
tQ. Posons P = 1√

12
Q. Alors :

tPP =
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tQQ = Q−1Q = I3.

Donc P est une matrice unitaire.



2. Propriétés des matrices unitaires 7 pts

(a) Matrice conjuguée d'un produit

i. Soient A = (aij)i,j63 et B = (bij)i,j63 dansM3(C).
Rappeler l'expression des coe�cients cij du produit C = AB.

cij =
3∑

k=1

aikbkj.

ii. Démontrer que A×B = A×B.

On rappelle que le conjugué d'un produit (respectivement d'une somme) de
nombres complexes est égal au produit (respectivement à la somme) des conju-
gués de ces nombres.
Les coe�cients de la matrice A×B sont alors donnés par

cij =
3∑

k=1

aikbkj =
3∑

k=1

aikbkj =
3∑

k=1

aik × bkj.

On reconnaît la dé�nition des coe�cients du produit A×B.

(b) Le groupe U3
i. Montrer que si M est une matrice unitaire, alors elle est inversible dansM3(C).

Soit M une matrice unitaire. Alors tMM = I3. On en déduit, par dé�nition, que
M est inversible d'inverse tM .

ii. Montrer que si M et N sont des matrices unitaires, alors leur produit MN est
également une matrice unitaire.

Soient M et N des matrices unitaires. Donc tMM = I3 et tNN = I3. Alors, en
utilisant le résultat de la question 2-b et la propriété de la transposée :

t(MN)(MN) = t(M ×N)(MN) = tN tMMN = tNI3N = tNN = I3.

iii. Montrer que U3 est un sous-groupe de (GL3(C),×).

� Nous venons de montrer que U3 est stable par multiplication.
� La matrice identité véri�e : tI3I3 = I3I3 = I3. Donc I3 ∈ U3.
� Soit M ∈ U3. Nous avons montré que M est inversible et M−1 = tM . Alors

tM−1M−1 = ttM tM = t(tM)tM =M tM = I3.

Ainsi M−1 est une matrice unitaire, donc M−1 ∈ U3.
Nous pouvons conclure que U3 est un sous-groupe de (GL3(C),×).

(c) Matrices unitaires et isométries

Soit X =

z1z2
z3

 un vecteur à coe�cients complexes.



On dé�nit sa norme par : ‖X‖ =
√
|z1|2 + |z2|2 + |z3|2.

Si X est à coe�cients réels, on retrouve bien sa norme euclidienne.

i. Véri�er que ‖X‖ =
√
tXX.

tXX =
(
z1 z2 z3

)
·

z1z2
z3

 =
(
z1z1 + z2z2 + z3z3

)
On rappelle que pour un nombre complexe z, zz = |z|2. Ainsi tXX est une matrice
de taille 1, dont l'unique coe�cient est égal à |z1|2+|z2|2+|z3|2. On peut l'assimiler

à un nombre réel et reconnaître la norme de X :
√
tXX = ‖X‖.

ii. Soit M une matrice unitaire. Montrer que ‖MX‖ = ‖X‖.
Cette dernière propriété permet de justi�er que l'application X 7→ MX est une

isométrie.

D'après la propriété précédente :

‖MX‖ =
√

tMXMX =
√

tX tMMX.

Or M est unitaire, donc

‖MX‖ =
√

tXI3X =
√

tXX = ‖X‖.

Remarque : la distance entre deux points dans l'espace (réel ou complexe) peut se
dé�nir avec cette norme. La distance entre deux points X et Y est en e�et égale
à : dist(X, Y ) = ‖X − Y ‖. La propriété ci-dessus permet alors bien de montrer
que M dé�nit une isométrie :

‖MX −MY ‖ = ‖M(X − Y )‖ = ‖X − Y ‖.

Ainsi les images MX et MY sont bien à la même distance que le sont les points
X et Y .

3. Second exemple 3 pts

Considérons la matrice
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On admet l'égalité suivante : A = P−1DP

où P est la matrice unitaire de la partie 1 etD est la matrice diagonaleD =
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(a) Véri�er que D est une matrice unitaire.



Rappelons la règle de conjugaison suivante : eiθ = e−iθ. Calculons :

tDD =

1 0 0

0 e
2iπ
3 0

0 0 e−
2iπ
3

·
1 0 0

0 e−
2iπ
3 0

0 0 e
2iπ
3

 =

1 · 1 0 0

0 e
2iπ
3 · e−

2iπ
3 0

0 0 e−
2iπ
3 · e

2iπ
3

 = I3.

Donc D est bien une matrice unitaire.

(b) En déduire que A est une matrice unitaire.

En utilisant le résultat de la question 2-b et la propriété de la transposée :

tAA = tP−1DPP−1DP = tP tDtP−1P−1DP.

Or P est unitaire, donc P−1 = tP et tP−1 = P . On peut ainsi simpli�er l'expression
ci-dessus et obtenir :

tAA = tP tDDP = tPP = I3.

Ainsi A est une matrice unitaire.

(c) Déduire également de l'égalité l'expression de la matrice A3.

De même :
A3 = P−1DPP−1DPP−1DP = P−1D3P.

Or comme (e
2iπ
3 )3 = e2iπ = 1 et de même (e−

2iπ
3 )3 = 1, on déduit que D3 = I3. Il suit

que A3 = P−1P = I3.



4. Isométries du tétraèdre 12 pts

On considère le tétraèdre régulier de centre O représenté
ci-contre. Ses sommets sont les points de coordonnées
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On s'intéresse aux isométries laissant invariant ce tétraèdre. On admet que de telles
isométries permutent nécessairement les sommets du tétraèdre. On peut ainsi associer à
chacune de ces isométries une permutation σ ∈ S4 (en utilisant la numérotation des som-
mets). Algébriquement, cette correspondance dé�nit un isomorphisme entre le groupe
des isométries du tétraèdre et un sous-groupe de S4 pour la composition.

Les isométries du tétraèdre peuvent s'écrire matriciellement. Pour une matrice M ∈
M3(R), nous noterons ϕM l'application X 7→ MX. D'après la question 2-c, si M est
une matrice unitaire, alors l'application ϕM est une isométrie.

Reprenons la matrice A de la partie 3. Nous admettons que son application ϕA associée
est une isométrie du tétraèdre.

(a) Calculer AX1, AX2, AX3 et AX4.

On calcule ces produits et on trouve AX1 = X1, AX2 = X3, AX3 = X4 et AX4 = X2.

(b) Comment agit l'isométrie ϕA sur les sommets du tétraèdre ? Quelle est cette isomé-
trie : une rotation autour d'un axe, une symétrie orthogonale par rapport à un plan
ou autre chose ?

L'application ϕA laisse le sommet X1 invariant et permute les sommets X2, X3 et X4

de manière circulaire dans cet ordre. La rotation d'angle 2π/3 autour de l'axe OX1

réalise cela. On admet qu'il n'y a pas d'autre isométrie réalisant cela.

(c) Donner la permutation σ de S4 correspondant à ϕA. Quel est son ordre ? Retrouver
ainsi le résultat de la question 3-c.

On associe à ϕA la permutation σ =

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
. Elle est d'ordre 3 (car σ ◦ σ 6= id

et σ3 = σ ◦ σ ◦ σ = id). Cela est équivalent au fait que ϕA ◦ ϕA ◦ ϕA = id ou encore
que A3 = I3.

Soit maintenant A′ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

.
La matrice A′ est unitaire et son application ϕA′ est une autre isométrie du tétraèdre.

(d) Calculer les images de X1, X2, X3 et X4 par l'application ϕA′ . Quelle est la permu-
tation σ′ associée à ϕA′ ?



On obtient ϕA′(X1) = A′X1 = X3, ϕA′(X2) = X4, ϕA′(X3) = X2 et ϕA′(X4) = X1.

La permutation associée est σ′ =

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
.

(e) Décomposer cette permutation σ′ en une composée de transpositions.

Si σ′ n'a pas été trouvée, on pourra répondre à la question avec σ′′ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
.

On applique l'algorithme de décomposition en transpositions :

τ14σ
′ =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
, τ23τ14σ

′ =

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
, τ12τ23τ14σ

′ =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= id.

On en déduit que σ′ = τ14τ23τ12.

(f) Donner sans justi�cation l'isométrie (rotation autour d'un axe, symétrie orthogonale
par rapport à un plan, autre) de R3 qui échange les sommets X1 et X2 et laisse
invariants les sommets X3 et X4.

La symétrie orthogonale par rapport au plan passant par les points O, X3 et X4

réalise la permutation τ12 demandée. Ce plan est simplement le plan vertical Oyz et
la symétrie est donc la symétrie par rapport au plan Oyz.

(g) Généraliser a�n de justi�er que pour chaque transposition τij de S4, il existe une
isométrie du tétraèdre qui lui correspond.

Pour tout couple de sommets distincts (Xi, Xj), la symétrie orthogonale par rapport
au plan passant par O et les deux autres sommets du tétraèdre réalise l'échange entre
les sommets Xi et Xj et correspond ainsi à la transposition τij.

(h) Interpréter ainsi ϕA′ comme une composée de symétries.

D'après la question e, L'isométrie ϕA′ est associée à la composée τ14τ23τ12. Chaque
transposition correspond à une symétrie de R3, donc ϕA′ est la composée de ces
symétries. Si on note P1 le plan passant par O, X2 et X3 et P2 le plan passant par O,
X1 et X4, alors ϕA′ est la composée, dans cet ordre, des symétries par rapport aux
plans Oyz, P1 et P2.

(i) Justi�er que toute permutation de S4 correspond à une isométrie du tétraèdre. Com-
bien y a-t-il d'isométries du tétraèdre ?

On sait que toute permutation de S4 se décompose en une composée de transposi-
tions. Or chaque permutation correspond à une symétrie du tétraèdre. Ainsi toute
permutation correspond à une composée de telles symétries et correspond donc à
une isométrie du tétraèdre. En admettant que la correspondance entre les isométries
du tétraèdre et les permutations de S4 est bijective, on déduit que le groupe des
isométries est isomorphe à S4 et contient donc 24 éléments.


