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Contrôle final

Le groupe de Heisenberg

On rappelle queM3(R) désigne l'ensemble des matrices carrées de taille 3, que GL3(R) dé-
signe son sous-ensemble des matrices inversibles et que I3 désigne la matrice identité deM3(R).

Pour a ∈ R, b ∈ R et c ∈ R, nous noterons Ma,b,c la matrice deM3(R) dé�nie par

Ma,b,c =

1 a c
0 1 b
0 0 1

 .

On dé�nit l'ensemble H de toutes les matrices de cette forme :

H = {Ma,b,c ; a ∈ R, b ∈ R, c ∈ R}.

Cet ensemble est appelé groupe de Heisenberg. Le but de ce problème est d'en étudier
quelques propriétés.

1. Propriétés des éléments de H

Soient a, b et c des nombres réels.

(a) Montrer, en utilisant l'algorithme de Gauss, que Ma,b,c est inversible et déterminer
sa matrice inverse.

La matrice est déjà triangulaire supérieure avec des coe�cients 1 sur sa diagonale,
il ne reste qu'à la rendre diagonale. On commence par la dernière colonne avec les
opérations L1 ← L1 − cL3 et L2 ← L2 − bL3 :1 a c | 1 0 0

0 1 b | 0 1 0
0 0 1 | 0 0 1

 −→
1 a 0 | 1 0 −c

0 1 0 | 0 1 −b
0 0 1 | 0 0 1

 .
En�n, on termine avec la seconde colonne avec l'opération L1 ← L1 − aL2 :

−→

1 0 0 | 1 −a −c+ ab
0 1 0 | 0 1 −b
0 0 1 | 0 0 1

 .
L'algorithme est terminé. On en déduit que Ma,b,c est inversible et son inverse est
donnée par

M−1
a,b,c =

1 −a −c+ ab
0 1 −b
0 0 1

 .



(b) Calculer le produit de Ma,b,c avec une autre matrice de H.

Soient a′, b′ et c′ des nombres réels. Alors

Ma,b,cMa′,b′,c′ =

1 a+ a′ c+ c′ + ab′

0 1 b+ b′

0 0 1

 .

On remarque que Ma,b,cMa′,b′,c′ = Ma+a′,b+b′,c+c′+ab′ .

(c) Puissances matricielles : déterminer l'expression de Mn
a,b,c pour tout entier n > 1.

À titre de véri�cation, on pourra remarquer que l'expression obtenue est égale, pour
n = −1, au résultat de la première question.

À l'aide de la formule précédente, on peut calculer les premières puissances deMa,b,c :

M2
a,b,c =

1 2a 2c+ ab
0 1 2b
0 0 1

 , M3
a,b,c =

1 3a 3c+ 3ab
0 1 3b
0 0 1

 ,

M4
a,b,c =

1 4a 4c+ 6ab
0 1 4b
0 0 1

 , M5
a,b,c =

1 5a 5c+ 10ab
0 1 5b
0 0 1

 .

On conjecture que pour tout entier n > 1,

Mn
a,b,c =

1 na nc+ n(n−1)
2

ab
0 1 nb
0 0 1

 .

Démontrons-le par récurrence sur n : le résultat est déjà véri�é pour n = 1, 2, 3, 4
et 5. Supposons qu'il est vrai pour un certain entier n > 1. Alors

Mn+1
a,b,c = Ma,b,cM

n
a,b,c =

1 a+ na c+ nc+ n(n−1)
2

ab+ a · nb
0 1 b+ nb
0 0 1



=

1 (n+ 1)a (n+ 1)c+ n(n+1)
2

ab
0 1 (n+ 1)b
0 0 1

 .

Ainsi le résultat est bien démontré par récurrence sur n.

(d) Calculer (Ma,b,c − I3)3. Retrouver de nouveau le résultat de la première question.

On obtient

Ma,b,c−I3 =

0 a c
0 0 b
0 0 0

 , (Ma,b,c−I3)2 =

0 0 ab
0 0 0
0 0 0

 , (Ma,b,c−I3)3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .



Ainsi (Ma,b,c − I3)
3 = 0. Développons (en notant M = Ma,b,c) : (M − I3)

3 =
M3 − 3M2 + 3M − I3 = 0. Donc M(M2 − 3M + 3I3) = I3. Ainsi M est inver-
sible et son inverse est M−1 = M2 − 3M + 3I3. Le calcul de cette somme aboutit au
même résultat que celui de la première question.

On cherche dans la suite à savoir si Ma,b,c est une matrice diagonalisable. Supposons
que c'est le cas et qu'il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P
deM3(R) tels que Ma,b,c = PDP−1.

(e) Déduire du calcul de la question précédente que (D − I3)3 = 0.

D'après ce qui précède, (Ma,b,c − I3)
3 = 0. Donc (PDP−1 − I3)

3 = 0. De plus
I3 = PI3P

−1, donc (PDP−1 − I3)
3 = (PDP−1 − PI3P

−1)3 = [P (D − I3)P
−1]3 =

P (D − I3)3P−1 = 0. En multipliant par P−1 à gauche et par P à droite, on obtient
(D − I3)3 = 0.

(f) En déduire que D = I3.

Si une matrice A satisfait A3 = 0, on ne peut pas en déduire que A = 0 en géné-

ral. Mais ici, D − I3 est une matrice diagonale : si on note D =

α 0 0
0 β 0
0 0 γ

, alors

D − I3 =

α− 1 0 0
0 β − 1 0
0 0 γ − 1

 et (D − I3)3 =

(α− 1)3 0 0
0 (β − 1)3 0
0 0 (γ − 1)3

.

Comme (D − I3)3 = 0, on déduit (α − 1)3 = (β − 1)3 = (γ − 1)3 = 0. Il s'agit de
nombres réels et on peut conclure α− 1 = β − 1 = γ − 1 = 0, donc D = I3.

(g) Conclure que la seule matrice diagonalisable de H est M0,0,0.

Nous avons supposé qu'il était possible d'écrireMa,b,c = P−1DP oùD est une matrice
diagonale. D'après ce qui précède, cette matriceD est nécessairement égale à I3. Donc
Ma,b,c = P−1I3P = I3. Ainsi la seule matrice qui pourrait être diagonalisable est la
matrice identité I3 = M0,0,0. Notons qu'elle l'est en e�et puisqu'elle est déjà diagonale.



2. Le groupe H

(a) Montrer que H est un sous-groupe de (GL3(R),×).

Tout a déjà été démontré précédemment.
� Tout d'abord, tout élément de H est inversible, donc H ⊂ GL3(R).
� SoientMa,b,c etMa′,b′,c′ deux éléments deH. AlorsMa,b,cMa′,b′,c′ = Ma+a′,b+b′,c+c′+ab′

est encore un élément de H. Donc H est stable par produit matriciel.
� La matrice I3 est l'élément neutre de (GL3(R),×). C'est un élément de H puisque

I3 = M0,0,0.
� SoitMa,b,c ∈ H. D'après la première question, son inverse est la matriceM−a,−b,−c+ab.

Il s'agit encore d'un élément de H.
Nous avons bien démontré que H est un sous-groupe de (GL3(R),×).

(b) Le groupe H est-il commutatif ?

Même si l'ensemble des matrices n'est pas commutatif, le sous-groupe H pourrait
l'être. Pour montrer qu'il ne l'est pas, il faut exhiber deux éléments de H qui ne
commutent pas. Par exemple : M1,0,0M0,1,0 = M1,1,1 et M0,1,0M1,0,0 = M1,1,0. Donc
M1,0,0M0,1,0 6= M0,1,0M1,0,0. Donc H n'est pas commutatif.

On note HZ le sous-ensemble des matrices à coe�cients entiers de H :

HZ = H ∩M3(Z) = {Ma,b,c ; a ∈ Z, b ∈ Z, c ∈ Z}.

(c) Montrer que HZ est un sous-groupe de (H,×).

Tout ce qui a été dit dans la question 2− a fonctionne encore avec les matrices de H
à coe�cients entiers :
� Si Ma,b,c et Ma′,b′,c′ appartiennent à HZ, alors Ma,b,cMa′,b′,c′ = Ma+a′,b+b′,c+c′+ab′

est encore une matrice à coe�cients entiers, donc Ma,b,cMa′,b′,c′ ∈ HZ.
� La matrice identité est à coe�cients entiers, donc I3 ∈ HZ.
� L'inverse de Ma,b,c est M−a,−b,−c+ab ; il s'agit encore d'une matrice à coe�cients

entiers. Donc M−a,−b,−c+ab ∈ HZ.

Notons A = M1,0,0, B = M0,1,0 et C = M0,0,1.

(d) En utilisant le résultat de la question 1-c, déterminer le sous-groupe engendré par A
ainsi que le sous-groupe engendré par B et celui engendré par C.

Dans le groupe engendré par A, il y a nécessairement les puissances de A ainsi que

les puissances de A−1. Il s'agit des matrices de la forme

1 n 0
0 1 0
0 0 1

, avec n ∈ Z.

L'ensemble de ces matrices forme un sous-groupe de (HZ,×) : en e�et, il est stable
par produit, par inverse et l'identité en fait partie. Donc le sous-groupe engendré par
A est l'ensemble de toutes ces matrices.



De la même manière, on montre que le sous-groupe engendré par B est l'ensemble

des matrices de la forme

1 0 0
0 1 n
0 0 1

 avec n ∈ Z et le sous-groupe engendré par C

est l'ensemble des matrices de la forme

1 0 n
0 1 0
0 0 1

 avec n ∈ Z.

(e) Montrer que C est égal à un certain produit des matrices A, A−1, B et B−1.

En tâtonnant un peu, on trouve AB = M1,1,1, A−1B−1 = M−1,−1,1 et ABA−1B−1 =
M1−1,1−1,1+1+1·(−1) = M0,0,1 = C.

(f) Montrer que le sous-groupe engendré par A et B est le groupe HZ tout entier.

D'après ce qui précède, la matrice C appartient au sous-groupe engendré par A et B.
Avec A, B et C, on devrait être capable d'obtenir, en les combinant intelligemment,
toutes les matrices de HZ.
Soit Ma,b,c ∈ HZ. Tout d'abord, on a BbAa = Ma,b,0. Puis en multipliant par Cc :
BbAaCc = Ma,b,c. Ainsi Ma,b,c = BbAa(ABA−1B−1)c. Autrement dit, il est possible
d'obtenir Ma,b,c comme produit de matrices A, B et de leurs inverses. Donc toute
matrice de HZ est engendrée par A et B : <{A,B}> = HZ.

3. Groupes d'ordre p3

Soit p un nombre premier. Nous raisonnons désormais modulo p et nous nous plaçons
dans l'ensembleM3(Z/pZ) des matrices à coe�cients dans Z/pZ. Le groupe de Heisen-
berg correspondant est

Hp = {Ma,b,c ; a ∈ Z/pZ, b ∈ Z/pZ, c ∈ Z/pZ}.

Le groupe (Hp,×) est de cardinal p3.
Tous les résultats démontrés précédemment restent valables dans ce contexte.

(a) D'après le théorème de Lagrange, quel peut être l'ordre d'un élément de Hp ?

D'après le théorème de Lagrange, l'ordre d'un élément d'un groupe divise le cardinal
du groupe. Les diviseurs de p3 sont 1, p, p2 et p3. Donc un élément de Hp peut être
d'ordre 1, p, p2 ou p3.

On considère d'abord que p est un nombre premier impair.

(b) Montrer que tous les éléments de Hp, hormis M0,0,0, sont d'ordre p.

L'ordre d'un élément M de Hp est la plus petite puissance d telle que Md = I3.
D'après ce qui précède, cet ordre ne peut être que 1, p, p2 ou p3. Or le seul élé-
ment d'ordre 1 d'un groupe est son élément neutre (il s'agit ici de I3 = M0,0,0). Soit
Ma,b,c ∈ Hp. Alors d'après la question 1-c, Mp

a,b,c = M
pa,pb,pc+

p(p−1)
2

ab
. Comme nous

travaillons modulo p, pa = pb = pc = 0 mod p. Et comme p est impair, p−1
2

est un



entier et p · p−1
2

= 0 mod p. Finalement Mp
a,b,c = M0,0,0 = I3.

Donc, si Ma,b,c 6= I3, Ma,b,c est d'ordre p.

(c) Le groupe (Z/p3Z,+) est un groupe à p3 éléments. Montrer qu'il n'est pas isomorphe
à (Hp,×). Il su�t pour cela d'exhiber une propriété algébrique valable dans un seul
des deux groupes.

La propriété précédente fournit une réponse possible. Dans (Hp,×), tout élément est
d'ordre p ou 1. Or ce n'est pas le cas dans (Z/p3Z,+). Par exemple, l'élément 1̄ est
d'ordre p3 pour l'addition modulo p3. Les deux groupes ne possèdent donc pas les
mêmes propriétés algébriques ; ils ne sont pas isomorphes.

Plus simplement, on peut se contenter de dire que (Z/p3Z,+) est un groupe commu-
tatif alors que (Hp,×) ne l'est pas. La conclusion est la même.

Considérons maintenant p = 2.

(d) Donner la liste des 8 éléments de H2 et déterminer pour chacun son ordre dans le
groupe.

Montrons un exemple de calcul d'ordre. Considérons la matrice M = M1,1,0. Pour
déterminer son ordre, calculons ses puissances (modulo 2) jusqu'à ce qu'on obtienne
la matrice I3 :

M2 = M0,0,1 =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 , M3 = M1,1,1 =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 , M4 = M0,0,0 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3.

Ainsi M1,1,0 est d'ordre 4 dans le groupe.
Dressons le tableau des ordres que nous avons obtenu pour les huit éléments du
groupe :

Ma,b,c ordre Ma,b,c ordre

M0,0,0 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1 M1,1,0 =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 4

M1,0,0 =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 2 M1,0,1 =

1 1 1
0 1 0
0 0 1

 2

M0,1,0 =

1 0 0
0 1 1
0 0 1

 2 M0,1,1 =

1 0 1
0 1 1
0 0 1

 2

M0,0,1 =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 2 M1,1,1 =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 4

(e) Nous avons déjà étudié le groupe (I, ◦) des isométries préservant le carré C ci-dessous.



Il contient huit éléments : l'identité, les rotations de
centre O, d'angles π

2
, π, 3π

2
, et les symétries d'axes d1,

d2, d3 et d4. Il est isomorphe au groupe (H2,×).
•
O

d1

d2d3

d4

C

Donner, avec de brèves explications, une correspondance possible entre les huit élé-
ments de H2 et ceux de I.

L'isomorphisme entre les deux groupes liera naturellement les éléments neutres des
deux groupes. Donc I3 correspondra à l'identité.
Regardons quelques raisonnements possibles :
Il y a deux éléments d'ordre 4 dans (Hp,×). Il y en a aussi deux dans I : la rotation
d'angle π

2
et la rotation d'angle 3π

2
. Ils seront donc naturellement en correspondance.

On peut par exemple choisir de lier M1,1,0 à Rπ
2
et M1,1,1 à R 3π

2
. Comme M2

1,1,0 =

M0,0,1 et R2
π
2

= Rπ, il faut lier ces deux éléments.
Il reste quatre symétries à lier aux quatre éléments restant de Hp. C'est plus délicat
de le faire sans créer de contradictions. Si on compose les symétries S1 et S3 d'axes d1
et d3, on obtient S3 ◦S1 = Rπ

2
. Il faut donc que les éléments correspondants aient un

produit égal à M1,1,0. Prenons par exemple M1,0,0 pour S1 et M0,1,0 pour S3. Notons
que S1 ◦ S3 = R 3π

2
et on a bien M1,0,0M0,1,0 = M1,1,1.

En�n, Rπ ◦ S1 = S2. Il faut donc que S2 corresponde à M0,0,1M1,0,0 = M1,0,1. Et il
reste M0,1,1 qui correspond à S4. Finalement on obtient le tableau suivant :

Hp M0,0,0 M1,0,0 M0,1,0 M0,0,1 M1,1,0 M1,0,1 M0,1,1 M1,1,1

I id S1 S3 Rπ Rπ
2

S2 S4 R 3π
2

Le lecteur pourra véri�er que cette correspondance dé�nit bien un isomorphisme
entre les deux groupes.

Pour dresser ce tableau, nous n'avons pas été des plus méthodique. Si l'isomorphisme
existe bien, la meilleure façon de le réaliser est de raisonner sur des générateurs des
groupes. Le groupe H2 est engendré par A = M1,0,0 et B = M0,1,0 qui sont deux
éléments d'ordre 2 et dont les produits AB et BA sont des éléments d'ordre 4. Pour
établir la correspondance, l'idéal est de trouver deux générateurs de I satisfaisant
les mêmes propriétés. C'est le cas par exemple des symétries S1 et S3. On leur fait
correspondre A et B. Le reste de la correspondance se déduit alors en calculant tous
les produits possibles des matrices A et B et les composées des symétries S1 et S3.


