STHI1, Algebre générale januvier 2018

CONTROLE FINAL

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice : systéme polynomial (4 pts)
Déterminer les solutions dans C du systéme

xt 42 =522 —36x—36 = 0
2 —T7r—6 = 0

Indication : on pourra utiliser un outil d’arithmétique des polynomes.

Probléme : diagonalisation des matrices

L’objectif de ce probléme est de démontrer et étudier le théoréme suivant :

Théoréme : Soit n € N* et M € M, (R).
S’il existe un polynéme P € R[X] de degré n scindé a racines simples tel que P(M) = 0,
alors M est diagonalisable : il existe une matrice diagonale D € M,,(R) et une matrice inver-
sible Q € GL,(R) telles que M = QDQ™".

Ce théoréme s’accompagne d’une méthode générale pour diagonaliser une telle matrice :
- Une fois trouvé le polynome P de I’énoncé,

- on détermine ses n racines que ’on note A\, A\g, ..., A\,
- puis pour chaque 7, on cherche un vecteur colonne X; non nul tel que (M —\;1,,)X; =0;
- enfin on définit la matrice () dont les colonnes sont les vecteurs Xy, ..., X,,. Alors () est

inversible et est la matrice permettant de diagonaliser M.

On notera I, la matrice identité de M, (R). On rappelle qu'un polynoéme peut étre évalué
en une matrice : si P = X2+ 7X —5 et M € M,(R), alors P(M) = M?+7M — 5I,.

1. Un exemple (7 pts)

) 1 1
Soit A = (2 0).

(a) Calculer A? et trouver un polynome P de degré 2 tel que P(A) = 0. Les hypothéses
du théoréme sont-elles satisfaites ?

(b) Appliquer la méthode : donner les racines Ay et Ay de P puis des vecteurs X; et X,
correspondants.

(c) Soit @ la matrice de My(R) dont les colonnes sont X; et X,. Calculer sa matrice
inverse Q! puis le produit Q' AQ. Conclure.

(d) En déduire que I'on sait calculer A* pour tout entier k.



2. Démonstration partielle du théoréme (6 pts)

Nous reprenons les notations du théoréme et de la méthode. Nous disposons donc d’un
polynéome P de degré n, scindé, a racines simples notées Ay, ..., \, tel que P(M) = 0.
Nous supposerons de plus qu’aucun polynome de degré inférieur strictement & n n’annule

M.

(a) Montrer que [, (M — \I,) = 0.
(b) Si un produit de trois matrices non nulles est nul, peut-on en déduire que ces trois

matrices sont non inversibles ?

(c) Montrer a l'aide de notre hypothése supplémentaire que pour tout i, M — X\, est
non inversible.

(d) Montrer que si N est une matrice non inversible, alors il existe un vecteur colonne
X non nul tel que NX = 0. On pourra raisonner a partir de [’algorithme du pivot de
Gauss.

En déduire que pour tout i, il existe un vecteur colonne X; # 0 tel que M X; = \; X;.
(e) Notons () la matrice dont les colonnes sont les n vecteurs X; et D la matrice diagonale
dont les valeurs diagonales sont les racines ;.

Calculer, en raisonnant sur les colonnes de @), les produits M@ et QD. En admettant
que @ est inversible, en déduire qu’on a réussi a diagonaliser M.

3. Contre-exemples (7 pts)

Nous montrons dans cette partie, a ’aide de deux contre-exemples, que si certaines hy-
pothéses du théoréme ne sont pas satisfaites, alors la diagonalisabilité n’est plus assurée.

) 0 1
Soﬂ:B—(_1 0).

(a) Calculer B? et trouver un polynome de degré 2 annulant B.

(b) Supposons que B est diagonalisable dans Mj(R) : il existe une matrice diagonale D
et une matrice inversible @ dans My (R) telles que B = QDQ .
Que vaut alors la matrice D?? En déduire les valeurs diagonales de D et aboutir &
une contradiction.

(c) Quelle hypothése du théoréme n’est pas satisfaite 7

(d) Peut-on penser que B est diagonalisable dans My(C)?

-5 5 1
Soit C=|—-2 1 1 | etsoit P=X>+6X%+12X +8. On admet que P(C) = 0.
-1 2 =2

(e) Montrer que P posséde une racine multiple et factoriser P.

(f) Supposons C' diagonalisable et notons D la matrice diagonale correspondante.
Montrer que (D + 213)% = 0.

(g) En déduire les valeurs diagonales de D.

(h) En déduire que C' + 213 = 0 et aboutir & une contradiction.



