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CORRIGE DU CONTROLE 4

I. Racines carrées de matrices

Soit n € N* et A € M,,(C). Une racine carrée de A est une matrice J € M,,(C) telle que

J? = A.

Le but de ce probléme est d’étudier quelques propriétés des racines carrées de matrices.

1. Exemples

(a)

1

Dans My(C), trouver trois racines carrées différentes de I, = (0 1

) dont au moins
une n’est pas une matrice diagonale.

Onali=Iet(—1I,)? = I, donc I et —I, sont des racines carrées de I,. Pour trouver
une racine carrée non diagonale, il faut tatonner un peu mais on peut simplifier en
cherchant une matrice triangulaire. On trouve alors que toute matrice de la forme

((1) _b1> est racine carrée de I,.

— 0

SmtD:(O ;

) € My (C). Trouver une matrice K telle que K* = D.

Comme D est diagonale, il suffit d’extraire des racines carrées de ses coefficients diago-
. . e_iﬂ'/4 0
naux. Une racine de i est €™/ et une de —i est e /4. La matrice K = 0 in /4
e
est ainsi une racine carrée de D.

. 0 -1 —1 1
SmentA—(1 0>etP—(1 1).
Montrer que P est inversible et calculer P~1.

On applique 'algorithme de Gauss et on trouve que P est inversible avec P71 =
(i1

2\—i 1

Calculer P71 AP.

On obtient P~1AP = D.

En déduire qu’on peut trouver une matrice J € My(C) telle que J? = A.

Ainsi A= PDP~'. Posons J = PKP~!. Alors J? = PKP'PKP' = PK*P~! =

PDP~' = A. Donc J est une racine carrée de A. Si on calcule on trouve J =
V2 V2
2 2
v2 o V2
2 2

Interprétation : A est la matrice d’une transformation géométrique simple du plan
que nous notons r. Décrire r et proposer une transformation s telle que so s = r.

A = R/, est la matrice de la rotation r de centre 0 d’angle 7/2. Avec s = R/, la
rotation d’angle 7 /4, on a sos = r. Remarquons d’ailleurs que la matrice J que nous
avons obtenue est justement la matrice de cette rotation (mais cela n’aurait pas été
le cas si on avait pris d’autres racines carrées de i et —i).



2. Existence

Nous allons montrer que certaines matrices n’ont pas de racine carrée.

Soit N une matrice de taille 2 non nulle nilpotente : 3k > 2, N* = 0. On note k le plus
petit entier satisfaisant cette propriété (ko est I'indice de nilpotence de N).

(a)

Montrer que N est non inversible.

On a NN*¥~! = (. Comme N # 0 par hypothése et N0~ =£ (0 par minimalité de ko,
on en déduit que N (et N*~!) sont non inversibles.

On a démontré en TD que cela impliquait qu’il existe a € R tel que N? + aN = 0.
Montrer o = 0 et donc N? = 0.

Comme ko > 2, on peut écrire N¥0 = N¥0=2N2 = (0. Or N2 = —aN, donc —aN*2N =
—aN*~! = (. Par minimalité de ko, N*~! =£ 0, donc o = 0. Il reste N2 = 0 et donc
ko = 2.

Le résultat complet de TD est le suivant : si A = (CCL b), alors A% — (a+d)A+ (ad—

d
be)I, = 0. Si A est non inversible, alors ad — bc = 0 et il reste A*> — (a +d)A = 0. La
propriété s’étend aux matrices de taille n : si IV est une matrice nilpotente de taille
n, alors N™ = 0.

Supposons qu’il existe une matrice L telle que N = L?. Montrer que L est nilpotente.
Comme N? = 0, on obtient L* = 0 donc L est nilpotente.
Appliquer le résultat de la question b et obtenir une contradiction. Conclure.

D’aprés la question b, on peut en déduire L? = 0. Finalement N = 0 ce qui contredit
notre hypothése initiale. La racine carrée L de N n’existe donc pas. Conclusion : une
matrice nilpotente non nulle de taille 2 n’a pas de racine carrée. Précisons pour finir

que de telles matrices existent bien. Exemple : N = <8 é)



3. Décomposition polaire d’une matrice
On rappelle qu’une matrice est symétrique si elle est égale a sa transposée.

On admet le théoréme spectral : si S est une matrice symétrique a coefficients réels,
alors il existe deux matrices réelles P et D telles que

D est diagonale, P~' ='P et S =P 'DP.

Soit M € M,,(R). On suppose M inversible.
(a) Soit S ='MM. Montrer que S est une matrice symétrique.
Calculons 'S =*(*MM) ="'M'(*M) ="MM = S. Donc S est symétrique.

(b) A T'aide du théoréme spectral, montrer que S admet une racine carrée H € M,,(C)
qui est également symétrique.

Inspirons-nous de I'exemple de A dans la partie 1 : on avait trouvé une racine carrée
apreés avoir diagonalisé A.

Comme S est symétrique réelle, on peut appliquer le théoréme spectral : il existe des
matrices D et P telles que D est diagonale, P~! ='P et S = P'DP.

Chacun des coefficients diagonaux d;; de D admet une racine carrée ch dans C (mais
pas forcément dans R). Notons D la matrice diagonale dont les coefficients sont les
JM Alors D2 =D.

Posons alors H = P~'DP. Alors H> = P"'DPP~'DP = P"'D?*P = P"'DP = S.
Donc H est une racine carrée de S.

D’autre part, en utilisant ‘P = P! et ‘D = D car D est diagonale, on obtient
'H=YP'DP)="'P'D'P~' = P"'DP = H. Donc H est symétrique.

(c) On pose Q = HM~!. Montrer que ‘QQ = I,,.

Calculons : 'QQ = "(HM Y2WHM ™' = 'MY"HHM™' = 'M~'H?M~" car H est
symétrique. Donc 'QQ = ‘M1SM~t =*M-YMMM~' = I,.

Remarque : on dit que Q) est une matrice orthogonale (tout comme P). Cette derniére
égalité permet d’écrire M = HQ ' = H'Q. On appelle cela la décomposition polaire
de M : H y joue un role analogue o celui du module et () un role analogue a celui
d’une exponentielle compleze.

II. Code correcteur BCH

On souhaite envoyer un message en binaire de longueur 4. Pour garantir une transmission
sans erreur, nous allons envoyer le message avec 3 chiffres supplémentaires qui vont permettre
de détecter et corriger une éventuelle erreur lors de la transmission.

Nous travaillerons modulo 2. Dans Z/2Z[X], on considére le polynome P = X3+ X +1,
On souhaite émettre le message m = (a,b, ¢, d) € {0,1}%.
— On définit le polynome M = aX% + bX° + cX* + dX3.
— On calcule le reste R = eX? + fX + g de la division euclidienne de M par P.
— On envoie le message m. = (a,b,¢,d, e, f,g) et on note M, = M + R le polynéme qui
lui est associé. On note également m,. le message recu et M, son polynéme associé (en
labsence d’erreur, m, = m.,).

1. Quel est le message m, correspondant & m = (1,1,1,0) 7
Ne pas oublier de réduire modulo 2 tous les coefficients obtenus.



On divise M = X5+ X5+ X% par P: M = (X?+ X? —2)P — X? 4+ 2X + 2. Modulo 2,
M = QP + R avec Q = X? + X? et R = X?. Donc m, = (1,1,1,0,1,0,0).

. Justifier que le polynome P est irréductible dans Z/27Z[X].

P est de degré 3; s'il est réductible dans Z/2Z[X], il a nécessairement un facteur de
degré 1 et a donc une racine dans dans Z/2Z. Or modulo 2, P(0) = 1 et P(1) = 1. Donc
P n’a pas de racine dans Z/2Z et est donc irréductible.

. Montrer que le reste de la division de M, par P est nul.

Reprenons nos calculs précédents : M, = M + R = PQ + R+ R = PQ + 2R. Comme
deg(2R) < deg(P), c’est la division euclidienne de M, par P. Le reste est 2R, mais
comme nous travaillons modulo 2, ce reste est nul.

On note dans la suite Ry, le reste de la division euclidienne de X* par P.
. Donner les restes Ry, Ry, R, R3.

Les polynomes X%, X! et X? étant de degré strictement inférieur & celui de P, leur
division par P est triviale : X* = 0P + X*. Donc R;, = X* pour k = 0,1, 2.
Divisons X? par P: X3 =P - X —-1=P+ X +1. Donc R3 = X + 1.

Pour les suivants, on peut se contenter de diviser X*, X° X° par P. Soyons plus malins.
Xt=XX3=X(P+X+1)=XP+ X?+ X. Clest une divisions euclidienne dont le
reste est R* = X2 + X,

X5=XX'=XP+ X34+ X?=X?P+(P+X+1)+X?=(X?+1)P+ X?*+ X +1,
donc Ry = X? + X + 1.

X0=XX5=(X*+1)P+X*+X?+X = (X3+1)P+(P+X+1)+X?+X = X3P+ X?+1
mod 2, donc Rg = X? + 1.

On constate que les 7 restes obtenus sont tous distincts. Avec le reste nul, ils forment les
8 polynomes possibles de degré inférieur a 2.

. Supposons qu’il y a une erreur sur le premier chiffre du message : a+1 a été recu au lieu
de a. Ainsi m, = (a+1,b,¢,d, e, f, g). Montrer alors que le reste R, de la division de M,
par P est égal a Rg.

Le message recu est m, = m, + (1,0,0,0,0,0,0) et son polynéme associé¢ est M, =
M, + X5, Divisons-le par P : M, = QP + 0 d’aprés 3. et X% = X3P + Rg d’aprés 5.
donc M, = (Q + X3)P + Rg et le reste est donc Rg.

. Montrer plus généralement que s’il y a une seule erreur dans la transmission, alors
R, = Ry ol T—k désigne la position du chiffre erroné.

Généralisons : s’il y a une erreur alors le message recu est de la forme m, = m. +
(0,...,0,1,0,...,0), le 1 étant a la position du chiffre mal transmis. Le polynéme associé
est alors de la forme M, + X* ot 7 — k désigne la position du 1. Le reste de la division
par P est alors comme dans la question précédente égal a Rj.

. On a recu le message m, = (1,0,0,1,0,0,1). Quel était le message m initial ?

Résumons la méthode que nous obtenons. On regoit m,.. On le divise par P et on obtient
un des restes Ry (ou 0). D’aprés la question précédente, si on fait I'hypothése qu’il y a
eu au plus une erreur de transmission, on peut affirmer :

— si le reste est nul, il n’y a pas eu d’erreur;

— si le reste est Ry, 'erreur est sur le 7—k-éme chiffre ; il suffit de le corriger.

Le polynéme associé a m, est ici M, = X® 4+ X3 + 1. Le reste de sa division par P est
(en utilisant les résultats précédents) : R, = (X?+ 1)+ (X +1)+1 = X?+ X + 1.



On reconnait R5! S’il n’y a eu qu’'une seule erreur, elle concerne le 2éme chiffre. Apreés
correction, le message émis est m, = (1,1,0,1,0,0,1) et m = (1,1,0,1).



