
STH1, Algèbre générale janvier 2016

Contrôle final

Documents et calculatrices sont interdits.
Le barème est donné à titre indicatif.

Problème 1 : intersection de courbes (6 pts)

Le but de ce problème est de résoudre dans R2 le système non linéaire

(S) :

{
x3 + (−y4 − y2 + 2y + 7)x− y3 + 3y2 − 4 = 0

x2 − (y + 1)x− y2 + 4y − 4 = 0

1. Donner la décomposition en facteurs irréductibles de R[X] des polynômes

R = X4 −X2 − 12 et S = X3 − 17X + 16.

2. Soit y un réel et considérons les polynômes de R[X]

P = X3 + (−y4− y2 + 2y+ 7)X − y3 + 3y2− 4 et Q = X2− (y+ 1)X − y2 + 4y− 4.

Écrire la division euclidienne de P par Q.

3. En déduire que si (x, y) ∈ R2 est solution du système (S), alors x = 0 ou R(y) = 0.

4. Déterminer toutes les solutions (x, y) réelles du système (S).

Remarque (inutile pour la résolution de l'exercice) : résoudre le système (S) revient à dé-
terminer les points d'intersection des courbes suivantes.



Problème 2 : le groupe orthogonal

Soit n ∈ N∗. On noteMn(R) l'ensemble des matrices carrées de taille n à coe�cients réels.
On note Gln(R) l'ensemble des matrices inversibles deMn(R). On rappelle que c'est un groupe
pour la multiplication des matrices.

On dit qu'une matrice M ∈Mn(R) est orthogonale si le produit de M et de sa transposée
est égal à la matrice identité : tMM = M tM = In. On note On(R) l'ensemble des matrices
orthogonales deMn(R).

Le but de ce problème est d'étudier les propriétés des matrices orthogonales.

I. Généralités (4 pts)

1. Montrer qu'une matrice orthogonale est inversible et préciser son inverse.

2. Montrer que l'ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe de (Gln(R),×).

3. Soit M ∈ On(R). Notons C1, . . . , Cn les colonnes de la matrice M .
Montrer que les vecteurs C1, . . . , Cn forment un repère orthonormé, c'est-à-dire :

∀i 6= j, <Ci|Cj> = 0 et ∀i, <Ci|Ci> = 1,

où <Ci|Cj> désigne le produit scalaire usuel de deux vecteurs de Rn.
Cette propriété justi�e le nom donné à ces matrices.

II. Groupe orthogonal et isométries (9 pts)

On rappelle qu'une application linéaire ϕ de Rn vers Rn est représentée par une
matrice Mϕ : ∀X ∈ Rn, ϕ(X) =MϕX.

On peut alors montrer que le groupe orthogonal On(R) est l'ensemble des matrices repré-
sentant les isométries de Rn ayant 0 pour point �xe.

Nous ne démontrerons pas ce résultat et nous contenterons de traiter des exemples dans le
plan et l'espace.

1. Fixons n = 2. Les isométries du plan ayant 0 pour point �xe sont les rotations de centre
0 et les symétries orthogonales dont l'axe passe par 0.

(a) Rappeler l'écriture complexe de la rotation Rθ de centre 0 et d'angle θ ∈ R et de la
symétrie Sθ dont l'axe est la droite passant par 0 et formant un angle θ avec l'axe
des abscisses.

(b) Passer en notation algébrique et écrire ces applications sous la forme
(x, y) 7→ Rθ(x, y) et (x, y) 7→ Sθ(x, y).

(c) Donner les matrices de ces applications linéaires et véri�er qu'elles sont bien ortho-
gonales.
D'après ce qui a été dit au début de cette partie, l'ensemble O2(R) est alors l'ensemble
de toutes ces matrices.



2. Fixons maintenant n = 3 et considérons la matrice orthogonale A =
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Notre objectif est de décrire l'isométrie de R3 correspondant à A.

(a) Calculer A4.

(b) Trouver un vecteur colonne X1 =
(
x
y
z

)
non nul tel que AX1 = X1.

(c) Soient X2 =
(
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)
et X3 =
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)
.

Véri�er que les vecteurs X1, X2 et X3 sont deux à deux orthogonaux.

(d) Calculer AX2 et AX3 et exprimer les résultats en fonction de X2 et X3.

(e) On se place dans le plan dirigé par les vecteurs X2 et X3. Tout vecteur X de ce plan
peut s'écrire sous la forme α2X2 + α3X3. Exprimer alors AX en fonction de X2 et
X3.

(f) Toujours en se plaçant dans ce plan, représenter (de manière quelconque) le repère
orthogonal donné par X2 et X3. Placer un vecteur X quelconque. Représenter ses
coordonnées α2 et α3 dans le repère et représenter le vecteur AX.
Comment obtient-on géométriquement AX à partir de X ?

(g) En tenant maintenant compte du vecteur X1 laissé invariant par la multiplication
par A, reconnaître l'isométrie de l'espace R3 représentée par la matrice A.

III. Diagonalisation des matrices symétriques (4 pts)

On admet le théorème suivant.
Si S ∈Mn(R) est une matrice symétrique, alors il existe dansMn(R) une matrice orthogonale
P et une matrice diagonale D telles que S = PDP−1.
Autrement dit, une matrice symétrique est toujours diagonalisable dans un repère orthonormé.

1. Démontrer la réciproque de ce théorème.

2. Soient S =


0 −1 0 −3
−1 0 3 0
0 3 0 1
−3 0 1 0

 et P =
1

2


1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1
−1 1 1 1

.

Remarquer que P ∈ On(R) puis calculer P−1SP . Commenter le résultat.

3. En déduire que S est une matrice inversible.

4. Montrer que (S−1)n converge vers la matrice nulle quand n tend vers +∞.


