
STH1, Algèbre générale janvier 2012

Contrôle 4

Documents et calculatrices sont interdits.
Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

I. Construction à la règle et au compas de polygones réguliers

Le but de ce problème est de préciser l'ensemble des polygones réguliers que l'on peut
construire à la règle et au compas. Pour cela, nous aurons besoin du lemme de Wantzel. Il y
est question d'irréductibilité de polynômes sur Q. Pour traiter ces problèmes d'irréductibilité,
nous utiliserons le critère d'Eisenstein.

1. Critère d'irréductibilité d'Eisenstein

Théorème

Soient n ∈ N∗ et P = anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 un polynôme de degré n à
coe�cients entiers. S'il existe un nombre premier p tel que
� p ne divise pas an,
� ∀k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, p divise ak,
� p2 ne divise pas a0,
alors le polynôme P est irréductible dans Q[X].

(a) Les polynômes suivants sont-ils irréductibles dans Q[X] ?

P1 = 2X4 − 3X3 + 12X2 + 9X − 6, P2 = X10 − 5, P3 = X2 − 4X + 4.

2. Polynômes cyclotomiques

Soit p un nombre premier. On se place dans Q[X].

(a) Justi�er que le polynôme X − 1 divise le polynôme Xp − 1.

On pose alors P =
Xp − 1

X − 1
le quotient de la division de Xp − 1 par X − 1.

Nous allons montrer que P est irréductible dans Q[X].

(b) Déterminer les coe�cients de P .

(c) Factoriser P dans C[X].

Soit Q le polynôme de Q[X] obtenu en évaluant P en X + 1 : Q(X) = P (X + 1).
(Attention, il ne s'agit pas du produit de P et X + 1.)

(d) À partir de l'expression P =
Xp − 1

X − 1
, déterminer les coe�cients de Q.

(e) Montrer que Q est irréductible dans Q[X].
On pourra utiliser le fait que comme p est premier, pour 1 ≤ k ≤ p − 1, p divise le
coe�cient binomial

(
p
k

)
(f) En déduire que P est irréductible dans Q[X].
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3. Construction de polygones réguliers

On rappelle le critère de Wantzel de constructibilité d'un nombre (dans sa version com-
plexe).

Théorème

Soit M un point du plan d'a�xe z.
Si ce point est constructible à la règle et au compas, alors z est racine d'un polynôme
irréductible de Q[X] de degré 2k avec k ∈ N.

Soit p un nombre premier impair.

(a) Montrer que le polygône régulier à p côtés est constructible si et seulement si le point

d'a�xe e
2iπ
p est constructible.

(b) En déduire que si ce polygône est constructible, alors p est un nombre premier de la
forme 2k + 1 où k est un entier positif.
On admettra que pour tout nombre complexe, il existe au plus un polynôme unitaire
irréductible sur Q dont ce nombre est une racine.

La classi�cation complète des polygônes réguliers constructibles est donnée par le
théorème de Gauss-Lucas.
Théorème

Soit n un entier tel que n ≥ 3. Alors le polygône régulier à n côtés est constructible
si et seulement si n est de la forme

n = 2jp1p2 · · · pm,

où j etm sont des entiers positifs ou nuls et les pi sont des nombres premiers distincts
de la forme pi = 2ki + 1 avec ki ∈ N.

(c) Pour quelles valeurs de n entre 3 et 20 le polygône régulier à n côtés est-il construc-
tible ?

II. Cristallographie

Un cristal est un solide dont la structure moléculaire possède une certaine régularité. La
neige, le sucre, les métaux et les pierres précieuses sont des cristaux.

La régularité est observée grâce au spectre de di�raction de certains rayons par le cristal
(voire �gures ci-dessous). Ainsi, un cristal est un solide dont le spectre est un réseau de points
lumineux. On appelle ordre de symétrie d'un cristal le nombre de rotations qui laissent
invariant son spectre.
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Un des résultats majeurs de la cristallographie est que l'ordre de symétrie d'un cristal ne
peut être égal qu'à 1, 2, 3, 4 ou 6. Le but de ce problème est d'établir ce résultat.

Mathématiquement, un cristal est dé�ni à partir de son spectre, c'est-à-dire par un ensemble
de points du plan formant un réseau.

Soient u et v des vecteurs non colinéaires de R2. Le cristal associé à u et v sera l'ensemble

C = {nu+mv ∈ R2 | n ∈ Z,m ∈ Z}.

1. Groupe des rotations préservant un cristal

Pour θ dans R, nous noterons Rθ la rotation de centre O et d'angle θ. Notons R l'en-
semble de toutes les rotations Rθ. On rappelle que (R, ◦) est un groupe d'élément neutre
Id.

Notons G = {Rθ ∈ R | ∀w ∈ C,Rθ(w) ∈ C}. C'est l'ensemble des rotations qui laissent
le cristal invariant.

(a) Montrer que G est stable par composition (i.e. ∀Rθ ∈ G,∀Rθ′ ∈ G, Rθ ◦ Rθ′ ∈ G)
et que Id ∈ G.

Le but de ce problème est de montrer que G est un groupe de cardinal 1, 2, 3, 4
ou 6. Observons-le déjà sur trois exemples.

(b) Pour chacun des couples (u, v) suivants, représenter le cristal C correspondant.{
u = (1, 0)
v = (0, 1)

{
u = (2, 0)
v = (0, 1)

{
u = (1, 0)

v = (1
2
,
√
3
2
)

On peut montrer que le groupe des rotations préservant le premier cristal est le
groupe G = {Id,Rπ

2
, Rπ, R 3π

2
}.

(c) Donner sans justi�cation, pour chacun des deux autres cristaux, le groupe des rota-
tions correspondant.

2. Matrices des éléments de G

Soit de nouveau u et v des vecteurs non colinéaires et C le cristal associé. Soit θ ∈ R tel
que Rθ ∈ G.

La rotation Rθ peut s'écrire matriciellement à l'aide de la matrice

Mθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
∈M2(R).

Les vecteurs de R2 sont assimilés à des matrices colonnes et on peut alors dire que pour

tout vecteur w =

(
w1

w2

)
de R2, Rθ(w) =Mθw.
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Nous noterons u =

(
u1
u2

)
et v =

(
v1
v2

)
.

(a) Justi�er qu'il existe des entiers n,m, p et q tels queMθu = nu+mv etMθv = pu+qv.

On pose P =

(
u1 v1
u2 v2

)
.

(b) Montrer que MθP =

(
nu1 +mv1 pu1 + qv1
nu2 +mv2 pu2 + qv2

)
.

(c) Justi�er que u1v2 − u2v1 6= 0 et montrer que P est inversible d'inverse

P−1 =
1

u1v2 − u2v1

(
v2 −v1
−u2 u1

)
.

(d) Soit N = P−1MθP . Montrer que N est une matrice à coe�cients entiers.

3. Trace d'une matrice

Soit A =

(
a b
c d

)
∈M2(R). On appelle trace de la matrice A le réel Tr(A) = a+ d.

(a) Soient A et B dansM2(R). Montrer que Tr(AB) = Tr(BA).

(b) En déduire que Tr(N) = Tr(Mθ).

4. Conclusion

(a) Conclure que 2 cos(θ) est un entier.

(b) En déduire la liste des valeurs possibles pour θ.

(c) Conclure en donnant la liste des groupes de rotations pouvant préserver un cristal.

Mathématiquement, le résultat que l'on vient de démontrer est encore vrai pour des cristaux
de R3 ( i.e. de dimension 3). Dans R4 et R5, les ordres de symétrie peuvent en plus être égaux
à 5, 8 ou 12.

Le prix Nobel de chimie a été attribué en 2011 à Dan Shechtman pour sa découverte des
quasi-cristaux. En 1982, il a découvert un cristal possédant un ordre de symétrie égal à 10 (son
spectre est ci-dessous). Cela contredisait le théorème mathématique que nous avons démontré
et a été source de longs débats pendant deux ans.

Finalement, cette découverte a été acceptée et comprise, notamment grâce à des résultats
mathématiques antérieurs comme les pavages non périodiques de Penrose. Il est également pos-
sible de voir ce quasi-cristal comme une projection dans R3 d'un cristal de R4 possédant un
ordre de symétrie égal à 5.
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