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Corrigé du contrôle 4

I. Construction à la règle et au compas de polygones réguliers

1. Critère d'irréductibilité d'Eisenstein

Théorème

Soient n ∈ N∗ et P = anX
n + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 un polynôme de degré n à

coe�cients entiers. S'il existe un nombre premier p tel que

� p ne divise pas an,
� ∀k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, p divise ak,
� p2 ne divise pas a0,
alors le polynôme P est irréductible dans Q[X].

(a) P1 = 2X4 − 3X3 + 12X2 + 9X − 6.

Appliquons le critère d'Eisenstein à p = 3. Le nombre premier 3 divise tous les coef-
�cients du polynôme sauf le coe�cient dominant 2. Et 32 ne divise pas a0 = 6. Donc
le polynôme P1 est irréductible dans Q[X].

P2 = X10 − 5.

Le critère s'applique encore avec p = 5 (tout nombre entier divise 0). Ce polynôme
est donc irréductible dans Q[X].

P3 = X2 − 4X + 4.

Si on prend p = 2 le critère ne s'applique pas car 22 divise a0 = 4. Ici on peut
simplement remarquer que P3 = (X − 2)2. Il n'est donc pas irréductible dans Q[X].

2. Polynômes cyclotomiques

Soit p un nombre premier. On se place dans Q[X].

(a) Comme 1 est une racine du polynôme Xp − 1, ce polynôme est divisible par X − 1.

On pose alors P =
Xp − 1

X − 1
le quotient de la division de Xp − 1 par X − 1.

Nous allons montrer que P est irréductible dans Q[X].

(b) Comme nous sommes dans un anneau commutatif, on peut écrire la propriété de la
somme géométrique : Xp − 1 = (X − 1)(Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1). Donc P est le
polynôme de degré p− 1 dont tous les coe�cients valent 1.

(c) On sait factoriser le polynôme Xp−1. Ses racines sont les racines p-ièmes de l'unité.
Comme 1 est une racine simple de ce polynôme, on en déduit que les racines de P
sont les racines p-ièmes de 1 hormis 1. Donc P se factorise en

P =

p−1∏
k=1

(X − e
2ikπ
p ).

Soit Q le polynôme de Q[X] obtenu en évaluant P en X + 1 : Q(X) = P (X + 1).

(d) On a Q = P (X + 1) = (X+1)p−1
(X+1)−1 . Or d'après la formule du binôme de Newton,

(X+1)p =
∑p

k=0

(
p
k

)
Xk. Donc Q =

∑p
k=1

(
p
k

)
Xk−1 = Xp−1+

(
p
p−1

)
Xp−2+ · · ·

(
p
2

)
X+(

p
1

)
.
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(e) Appliquons le critère d'Eisenstein à p qui est bien un nombre premier. Il divise tous
les coe�cients de Q sauf ap−1 = 1 et p2 ne divise pas le coe�cient a0 =

(
p
1

)
= p.

Donc Q est un polynôme irréductible.

(f) Supposons P réductible dans Q[X]. Alors il existe deux polynômes non constants
R et S dans Q[X] tels que P = RS. Alors Q = P (X + 1) = R(X + 1)S(X + 1).
Or R(X + 1) et S(X + 1) sont des polynômes non constants à coe�cients dans Q.
Donc Q est réductible ce qui est absurde d'après la question précédente. Donc P est
irréductible dans Q[X].

3. Construction de polygones réguliers

On rappelle le critère de Wantzel de constructibilité d'un nombre (dans sa version com-
plexe).

Théorème

Soit M un point du plan d'a�xe z.
Si ce point est constructible à la règle et au compas, alors z est racine d'un polynôme

irréductible de Q[X] de degré 2k avec k ∈ N.

Soit p un nombre premier impair.

(a) Si on sait construire le point d'a�xe e
2iπ
p , alors il su�t de reporter la distance entre

ce point et 1 sur le cercle unité pour construire un polygône régulier à p côté (cela
revient en e�et à tourner p fois d'un angle 2π

p
sur le cercle).

Réciproquement, si on sait construire un polygône régulier à p côté, on sait construire

son rayon r. Et la distance entre deux sommets successifs vaut r(e
2iπ
p − 1). On peut

en déduire que le nombre complexe e
2iπ
p est constructible.

(b) On sait que e
2iπ
p est racine du polynôme P . Or P est un polynôme irréductible de

degré p− 1. On peut a�rmer que c'est le seul polynôme irréductible de Q[X] (à une

constante près) dont e
2iπ
p est une racine. D'après le critère de Wantzel, si ce nombre

est constructible, le polynôme P est nécessairement de degré 2k où k est un entier.
Donc p− 1 est de la forme 2k. Donc p est un nombre premier de la forme 2k + 1.

La classi�cation complète des polygônes réguliers constructibles est donnée par le
théorème de Gauss-Lucas.
Théorème

Soit n un entier tel que n ≥ 3. Alors le polygône régulier à n côtés est constructible

si et seulement si n est de la forme

n = 2jp1p2 · · · pm,

où j etm sont des entiers positifs ou nuls et les pi sont des nombres premiers distincts

de la forme pi = 2ki + 1 avec ki ∈ N.

(c) D'après ce théorème, les valeurs de n entre 3 et 20 pour lesquelles le polygône régulier
à n côtés est constructible sont 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17.
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II. Cristallographie

Mathématiquement, un cristal est dé�ni à partir de son spectre, c'est-à-dire par un ensemble
de points du plan formant un réseau.

Soient u et v des vecteurs non colinéaires de R2. Le cristal associé à u et v sera l'ensemble

C = {nu+mv ∈ R2 | n ∈ Z,m ∈ Z}.

1. Groupe des rotations préservant un cristal

Pour θ dans R, nous noterons Rθ la rotation de centre O et d'angle θ. Notons R l'en-
semble de toutes les rotations Rθ. On rappelle que (R, ◦) est un groupe d'élément neutre
Id.

Notons G = {Rθ ∈ R | ∀w ∈ C,Rθ(w) ∈ C}. C'est l'ensemble des rotations qui laissent
le cristal invariant.

(a) Soient θ et θ′ dans R tels que Rθ et Rθ′ soient dans G. Montrons que Rθ◦Rθ′ est dans
G. Soit w ∈ C. Alors Rθ′(w) ∈ C puisque Rθ ∈ G. Donc également, Rθ(Rθ′(w)) ∈ C.
Ainsi Rθ ◦ Rθ′(w) ∈ C. Cela étant vrai pour tout élément de C, cela signi�e que
Rθ ◦Rθ′ ∈ G. G est bien stable par composition.
De plus, pour tout w ∈ C, Id(w) = w ∈ C. Ainsi, Id ∈ G.
Le but de ce problème est de montrer que G est un groupe de cardinal 1, 2, 3, 4
ou 6. Observons-le déjà sur trois exemples.

(b) Pour chacun des couples (u, v) suivants, on considère le cristal C correspondant.{
u = (1, 0)
v = (0, 1)

{
u = (2, 0)
v = (0, 1)

{
u = (1, 0)

v = (1
2
,
√
3
2
)

En gros, visuellement, le premier cristal est un réseau formé de carrés, le second est
formé de rectangles et le troisième de triangle équilatéraux.

On peut montrer que le groupe des rotations préservant le premier cristal est le
groupe G = {Id,Rπ

2
, Rπ, R 3π

2
}.

(c) Le groupe des rotations préservant le second cristal est G2 = {Id,Rπ}. Le groupe
des rotations préservant le troisième cristal est G3 = {Id,Rπ

3
, R 2π

3
, Rπ, R 4π

3
, R 5π

3
}.

2. Matrices des éléments de G

Soit de nouveau u et v des vecteurs non colinéaires et C le cristal associé. Soit θ ∈ R tel
que Rθ ∈ G.

La rotation Rθ peut s'écrire matriciellement à l'aide de la matrice

Mθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
∈M2(R).

Les vecteurs de R2 sont assimilés à des matrices colonnes et on peut alors dire que pour

tout vecteur w =

(
w1

w2

)
de R2, Rθ(w) =Mθw.
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Nous noterons u =

(
u1
u2

)
et v =

(
v1
v2

)
.

(a) Par dé�nition, Mθ est un élément du groupe préservant le cristal C. Ainsi, u et v
sont envoyés par Mθ sur des éléments de C. Il existe donc des entiers n,m, p et q
tels que Mθu = nu+mv et Mθv = pu+ qv.

On pose P =

(
u1 v1
u2 v2

)
.

(b) On calcule le produit MθP en reconnaissant les calculs de Mθu et Mθv. On obtient

MθP =

(
nu1 +mv1 pu1 + qv1
nu2 +mv2 pu2 + qv2

)
.

(c) On sait par hypothèse que u et v sont non colinéaires. Cela équivaut au fait que

u1v2−u2v1 6= 0. On peut alors poser Q = 1
u1v2−u2v1

(
v2 −v1
−u2 u1

)
. Le produit PQ est

alors égal à I2. On en déduit que P est inversible d'inverse Q.

(d) Soit N = P−1MθP . Alors N =

(
n p
m q

)
. Il s'agit bien d'une matrice à coe�cients

entiers.

3. Trace d'une matrice

Soit A =

(
a b
c d

)
∈M2(R). On appelle trace de la matrice A le réel Tr(A) = a+ d.

(a) SoientA =

(
a b
c d

)
etB =

(
a′ b′

c′ d′

)
dansM2(R). AlorsAB =

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
et Tr(AB) = aa′+bc′+cb′+dd′. De même BA =

(
a′a+ b′c a′b+ b′d
c′a+ d′c c′b+ d′d

)
et Tr(BA) =

a′a+ b′c+ c′b+ d′d. On constate qu'on a bien Tr(AB) = Tr(BA).

(b) Appliquons ce résultat à A = P−1 et B = MθP . On obtient Tr(P−1MθP ) =
Tr(MθPP

−1), c'est-à-dire Tr(N) = Tr(Mθ).

4. Conclusion

(a) Or la trace de Mθ vaut 2 cos(θ) et celle de N vaut n + q qui est un entier. On en
déduit donc que 2 cos(θ) est un entier.

(b) Comme cos(θ) est compris entre -1 et 1, on en déduit que 2 cos(θ) vaut 0, 1, 2, -1 ou
-2. Donc cos(θ) est égal à 0, ±1

2
ou ±1. Les valeurs de θ modulo 2π correspondantes

sont ±π
2
, ±π

3
, ±2π

3
, 0 et π. Nous avons donc démontré que θ ne pouvait prendre

qu'une de ces 8 valeurs.

(c) Nous avons considéré un cristal quelconque et une rotation Rθ quelconque de son
groupe de rotation. Nous avons alors démontré que θ était nécessairement un des
angles cités à la question précédente. Il n'y a donc qu'un nombre �ni de rotations
possibles. De plus, comme nous avons montré que l'ensemble des rotations préservant
un cristal est invariant par composition, la présence d'une rotation dans l'ensemble
peut entraîner la présence d'autres rotations et toutes ces rotations ne peuvent pas
cohabiter dans un même ensemble (par exemple, Rπ

2
et Rπ

3
sont incompatibles car

Rπ
2
◦Rπ

3
= R 5π

6
qui n'est pas une rotation de notre liste). On peut alors montrer que

les seuls groupes cristallograhiques possibles sont

{Id}, {Id,Rπ}, {Id,R 2π
3
, R 4π

3
}, {Id,Rπ

2
, Rπ, R 3π

2
}, {Id,Rπ

3
, R 2π

3
, Rπ, R 4π

3
, R 5π

3
}.

Nous pouvons désormais constater qu'il s'agit bien de sous-groupes et qu'ils sont
d'ordre 1, 2, 3, 4 ou 6.
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