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CORRIGE DU CONTROLE 3

Documents et calculatrices sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.

Déterminons les racines du polyndéme
P=X%4+(3-2)X"+2— 2.

Soit z une racine de P. Alors (23)%2+4(3—21)(2%)+2—2i = 0. Donc 22 est racine du polynome
Q = X%+ (3 —2i)X + 2 — 2i. Réciproquement, si 2% est racine de @, alors z est clairement
racine de P. Déterminons donc les racines de ().

Le discriminant de @ est A = (3—24)? —4(2—2i) = 9—4—12i —8+8i = —3—4i. Cherchons
une racine carrée de 6. Comme la forme polaire de A n’est pas explicitement connue, il faut
poser § = x + iy avec x et y dans R et résoudre (x + iy)? = —3 — 44. En identifiant parties
réelles et parties imaginaires, on obtient le systéme

2 — 9y = -3 et 2uy=—4.
De plus, on doit avoir |[§]*> = |A|. On obtient ainsi ’équation 2% 4+ y? = 5. Avec la premiére
équation obtenue ci-dessus, on déduit 22 = 2 et 29> = 8. Donc = %1 et y = 42. Les deux
couples vérifiant 2zy = —4 sont (z,y) = (1, —2) et (x,y) = (—1,2). Posons alors § = 1 — 2i.
Les racines de () sont alors
3 — 2i) + (1 — 2i) —(3—2i) — (1 —2i)
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Cherchons les racines cubiques de A et B.
La forme polaire de A est A = ™. Ses racines cubiques sont les nombres complexes

im/3 w/3+27/3) 7/3+4n/3 _ e57r/3.

=€ 29 = €l =—1, 23:ez(

La forme polaire de B est B = 1/8¢"37/%. Ses racines cubiques sont les nombres complexes
2= \/§€i7r/47 25 = \/§ei(7r/4+277/3) — \/§€ll7r/127 26 = \/ﬁei(w/4+47r/3) — \/56177"/12.

Finalement, nous avons montré que les racines de P sont les nombres complexes 21, 29, 23, 24, 25
et Z6-

(Remarque : il est conseillé d’au moins vérifier que -1 est bien une racine de P.)



Soit (G, -) un groupe fini de cardinal n € N*. Définissons 'application f par

f: G - @G
A

1. Supposons que le groupe G est commutatif et montrons que f est un morphisme. Soient x
et y dans G. Alors f(zy) = (zy)? = z%y* car G est commutatif. Donce f(zy) = f(z)f(y).
Donc f est bien un morphisme de groupes.

Supposons maintenant que f est un morphisme de groupe. Soient = et y dans G. Alors
f(xy) = f(x)f(y). Donc (zy)* = x%y?, cest-a-dire zyzy = x?y?. Multiplions les deux
membres par ! & gauche et par y ! A droite : v lzyaryy ! = x lzayyy ! Donc yx = xy.
Nous avons donc montré que pour tous x et y dans G, xy = yz. Donc le groupe G est
commutatif.

2. On suppose que n est impair. Soit y dans G. Comme n est impair, ”TH est un entier

positif. On peut donc considérer x =y € G. Alors flx) =2% = (yLH) =yt =gy,
Or comme n est le cardinal de GG, on sait que y™ = e ot e est I’élément neutre de G. Donc
flx)=ey=y.

Nous avons donc montré que pour tout élément y de G, il existe = dans G tel que f(z) = y.
Donc f est surjective.

Comme G est de cardinal fini et que f est définie de G vers GG, on pourrait en déduire
que f est bijective. Puisque G est surjective, I'image de f posséde n éléments. Or si deux
éléments distincts de GG avaient la méme image par f, il y aurait au plus n — 1 éléments
dans I'image de f. L’application f est donc nécesairement injective.

3. On pose (G,-) = (65,0). Considérons deux éléments de S5 qui ne commutent pas. Pre-

N 1 2345
nons par exemple les transpositions 75 et 73. On a 7973 = 312405)°°
1 2345

12345
et T3y = (2 31 4 5)' Alors f(riems) = f(o) = o* = (2 314 5> “

f(m2)f(m13) = 7H714 = IdId = Id. Donc f(riom3) # f(712)f(713) et f n’est pas un
morphisme de groupes.

Montrons que f n’est pas injective. On a f(712) = 74, = Id et f(m13) = 75 = Id. Donc
f(m2) = f(m13) mais 15 # 713. Donc f n’est pas injective. A fortiori, f n’est pas bijective.

. 1 2 4 .
4. Soit 0 = (4 3 ? 5 g) En calculant les puissances de o, on trouve que o est d’ordre
541

5. On peut alors reprendre I'idée de la question 2. Posons 7 =02
0’0 = Ido = 0. On a bien trouvé 7 tel que 72 = 0.

=03, Alors 72 = ¢% =

5. Bonus : montrer qu’il n’existe pas de permutation o dans G5 telle que 02 = 7.

Supposons par 'absurde qu’il existe o tel que 02 = 715. Notons i = o(1) et j = o(2). On

doit avoir 02(1) = 75(1). Donc o(i) = 2. En particulier, ¢ # 1, sinon on aurait o(1) =

et o(1) = 2, ce qui est impossible. De méme, i # 2, sinon on aurait o(1) =2 et 0(2) = 2,

ce qui conterdit linjectivité de . De plus 0%(i) = 715(7). Or 0%(i) = o(2) = j. Donc

T12(i) = j. Comme i # 1,2, 715(i7) = i. Donc i = j. Mais alors o(1) = 0(2) = i ce qui
contredit encore l'injectivité de o. On aboutit finalement a une contradiction et une telle

permutation o n’existe pas.



