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Corrigé du contrôle 3

Exercice 1 Soit P le polynôme X3 − 3X + 1. On pose p = −3 et q = 1.

� Soit Q le polynôme X2 + qX − p3

27
= X2 +X + 1. Déterminons ses racines complexes.

Son discriminant est ∆ = 1 − 4 = −3 dont une racine carrée est i
√

3. Les racines de Q
sont donc

A =
−1 + i

√
3

2
et B =

−1− i
√

3

2
.

� Les formes polaires de A et B sont A = e2iπ/3 et B = e4iπ/3. Les racines cubiques de A
sont les nombres ei(2π/9+2kπ/3) pour k = 0, 1, 2. Ce sont donc les nombres

a1 = e2iπ/9, a2 = e8iπ/9, a3 = e14iπ/9.

De même, les racines cubiques de B sont les nombres

b1 = e4iπ/9, b2 = e10iπ/9, b3 = e16iπ/9.

� Parmi les 9 combinaisins possibles, on remarque que a1b3 = a2b2 = a3b1 = 1 = −p/3. Les
nombres complexes a1 + b3 = 2 cos(2π/9), a2 + b2 = 2 cos(8π/9 et a3 + b1 = 2 cos(14π/9
sont donc des racines de P . On peut alors conclure que commes P est de degré 3 et que
ces racines sont distinctes, P ne peut pas posséder d'autre racine. On peut également
calculer tous les autres produits aibj et constater qu'ils sont di�érents de 1.
Finalement on a obtenu que les racines de P sont les nombres réels

2 cos(2π/9), 2 cos(8π/9), 2 cos(14π/9).

� Véri�ons que 2 cos(2π/9) = e2iπ/9 + e−2iπ/9 est bien une racine de P :

P (e2iπ/9 + e−2iπ/9) = (e2iπ/9 + e−2iπ/9)3 − 3(e2iπ/9 + e−2iπ/9) + 1

= (e2iπ/9)3 + 3(e2iπ/9)2e−2iπ/9 + 3e2iπ/9(e−2iπ/9)2 + (e−2iπ/9)3

−3e2iπ/9 − 3e−2iπ/9 + 1 (avec la formule du binôme)

= e6iπ/9 + 3e2iπ/9 + 3e−2iπ/9 + e−6iπ/9 + 3e2iπ/9 + 3e−2iπ/9 + 1

= 2 cos(2π/3) + 1

= 0.

Donc 2 cos(2π/9) est bien une racine de P .
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Exercice 2

Soit (G, ·) un groupe d'élément neutre e. Pour x dans G, on note Cx l'ensemble des éléments
de G qui commutent avec x :

Cx = {y ∈ G | xy = yx}.

1. Par dé�nition de e, pour tout y de G, ey = ye = y. En particulier tout élément de G
commute avec e. Donc Ce = G.

2. Soit x ∈ G. Montrons que Cx est un sous-groupe de G.
� On a ex = xe = x. Donc e commute avec x. Donc e ∈ Cx.
� Soient y et z dans Cx. Donc xy = yx et xz = zx. Alors x(yz) = (xy)z = (yx)z =
y(xz) = y(zx) = (yz)x. Donc yz commute avec x et yz ∈ Cx : Cx est stable par la loi ·.

� Soit y ∈ Cx. Alors xy = yx. Donc xyy−1 = yxy−1, c'est-à-dire x = yxy−1. Et y−1x =
y−1yxy−1 = xy−1. Donc y−1 commute avec x et y−1 ∈ Cx.

On peut donc conclure que Cx est un sous-groupe de G.

3. L'élément x commute trivialement avec lui-même : xx = xx. Donc x ∈ Cx. Ainsi, Cx
est un sous-groupe de G contenant x. En particulier, il contient le plus petit sous-groupe
contenant G, à savoir le sous-groupe engendré par x. Donc < x >⊂ Cx.

4. Soit p un nombre premier. On suppose que G est de cardinal �ni p. Soit x ∈ G.
On a montré que Cx est un sous-groupe de G. Comme G est de cardinal �ni, d'après le
théorème de Lagrange, le cardinal de Cx divise le cardinal de G. Or Card(G) = p et p est
premier. Donc le cardinal de Cx vaut 1 ou p.

S'il vaut 1, alors Cx est le sous-groupe {e}. Or on a vu que Cx contient x. Donc si x 6= e,
Cx 6= {e} et il est de cardinal p. Donc Cx = G.

Si x = e, on a montré que Cx = G. Ainsi, dans tous les cas, Cx = G.

Cela signi�e que tous les éléments de G commutent avec x. Or cela est vrai pour tout x.
Ainsi ∀x ∈ G,∀y ∈ G, xy = yx. Donc G est commutatif.

5. Soit σ =

(
1 2 3
2 3 1

)
. Pour déterminer Cσ, on peut tester les six éléments de S3 et voir

quels sont ceux qui commutent avec σ. Essayons de le faire en raisonnant un peu.

On sait que Cx est un sous-groupe de S3. Donc son cardinal divise 6.

On sait de plus que < σ > est inclus dans Cx. Or σ est un élément d'ordre 3, donc
{Id, σ, σ2} ⊂ Cσ. Si Cx, contient d'autres éléments, alors il est de cardinal 6 et est donc
le groupe tout entier. Or τ12σ 6= στ12. Donc τ12 /∈ Cσ. Donc Cσ n'est pas de cardinal 6 et
Cσ =< σ >.

6. Bonus : Soit τ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
∈ S4. On sait déjà que < τ >⊂ Cσ.

Soit σ ∈ Cτ . Notons i = σ(1). On peut voir que pour tout entier k, τ k(1) = k+ 1 modulo
4. Ainsi τ i−1(1) = σ(1). Mais alors pour tout entier k, τ kτ i−1(1) = τ kσ(1). Comme τ et
σ commutent, on obtient τ i−1τ k(1) = στ k(1) et �nalement τ i−1(k + 1) = σ(k + 1) (en
considérant encore k+ 1 modulo 4). Cela étant vrai pour tout k entre 0 et 3, on a montré
σ = τ i−1. Donc σ est dans le sous-groupe engendré par τ .

Donc Cτ ⊂< τ > et par double inclusion, Cτ =< τ >.
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