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Contrôle 3

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h30.

Le barème est donné à titre indicatif.

Exercice 1 : application réelle et complexe (7 points)

On considère l'application réelle :

f : R → R
x 7→ x2 − 2x

1. L'application f est-elle injective ? Est-elle surjective ?

L'application f n'est pas injective. En e�et, f(0) = f(2) = 0 mais 0 6= 2 : 0 admet deux
antécédentes di�érents par f .
L'application f n'est pas non plus surjective. Soit x ∈ R. Alors x2− 2x = (x− 1)2− 1 >
−1. On en déduit : ∀x ∈ R, f(x) > −1. En particulier, −2 n'admet aucun antécédent
par f .

Pour répondre à cette question, il est également possible d'établir le tableau de variation
de f .

On prolonge f sur C pour dé�nir l'application complexe :

f̃ : C → C
z 7→ z2 − 2z

2. Déterminer les antécédents par f̃ de −2.

On cherche tous les nombres complexes z ∈ C tels que f̃(z) = −2, i.e. z2 − 2z = −2.
Les antécédents de f sont ainsi les racines du polynôme X2 − 2X + 2.
Son discriminant est : ∆ = (−2)2 − 4 · 2 = −4. Ses racines carrées sont 2i et −2i, et les
racines du polynôme sont : 2−2i

2
= 1− i et 2+2i

2
= 1 + i.

Ce sont les deux antécédents de −2 par f̃ .

3. Déterminer également les antécédents de −1 + i.

De la même manière, les antécédents de −1 + i sont les solutions de l'équation z2− 2z =
−1 + i, donc les racines du polynôme X2 − 2X + 1− i.

Son discriminant est : ∆ = (−2)2 − 4(1− i) = 4i. Comme 4i = 4ei
π
2 , ses racines carrées

sont 2ei
π
4 et −2ei

π
4 .

Les antécédents de −1 + i sont ainsi : 2−2e
i
π
4

2
= 1− ei

π
4 et 2+2e

i
π
4

2
= 1 + ei

π
4 .



4. Montrer que tout élément ω de C admet un ou deux antécédents par f̃ . Qu'en déduit-on
sur f̃ ?

Soit ω ∈ C. Les antécédents de ω par f̃ sont les nombres complexes z tels que f̃(z) = ω.
Il s'agit donc des solutions de l'équation z2 − 2z = ω, donc des racines du polynôme
X2 − 2X − ω.
Or dans C, tout polynôme admet au moins une racine. Et tout polynôme de degré 2
admet au plus deux racines. On en déduit donc que ce polynôme admet exactement une
ou deux racines, et par conséquent ω admet un ou deux antécédents dans C par f̃ .
En particulier, tout élément de l'ensemble d'arrivée admet au moins un antécédent par
f̃ , donc f̃ est surjective.

5. Démontrer : ∀z ∈ C, f̃(2− z) = f̃(z).

Soit z ∈ C. Alors

f̃(2− z) = (2− z)2 − 2(2− z) = 4− 4z + z2 − 4 + 2z = z2 − 2z = f̃(z).

6. Notons D l'ensemble : D = {x+ iy ∈ C | y > 0 ou [y = 0 et x > 1]}.
Montrer que f̃ établit une bijection entre D et C.
On remarquera que les points d'a�xes z et 2− z sont symétriques par rapport au point

d'a�xe 1.

On a démontré que tout élément ω de C admet un ou deux antécédents par f̃ . La ques-
tion précédente nous permet de préciser cela : si z est un antécédent de ω, alors 2 − z
est l'autre antécédent de ω puisque f̃(z) = f̃(2− z) = ω. (Si z = 1, on n'obtient qu'un
seul élément ; on peut véri�er que ω = −1 n'admet qu'un seul antécédent qui est 1.)
L'ensemble D est dé�ni de manière à contenir toujours exactement l'un des deux anté-
cédents z et 2 − z. En e�et, si =m(z) > 0, alors z ∈ D et alors =m(2 − z) < 0 donc
2− z /∈ D. De même, si =m(z) = 0 et <e(z) > 1, alors z ∈ D et alors =m(2− z) = 0 et
<e(2− z) < 1, donc 2− z /∈ D. Réciproquement, si 2− z ∈ D, alors z /∈ D.
Conclusion : tout élément ω ∈ C admet deux antécédents (sauf ω = −1) dont un
exactement appartient à D. Autrement dit, tout élément ω ∈ C admet exactement un
antécédent dans D (y compris ω = −1 qui a pour antécédent 1 ∈ D). L'application f̃
établit donc une bijection entre D et C.

Remarque : on peut être un peu plus précis. Les antécédents de ω sont les racines du
polynômeX2−2X−ω. Si on note δ une racine carrée de son discriminant, ces antécédents
sont 1 + δ

2
et 1− δ

2
. Ces deux nombres sont bien symétriques dans le plan complexe par

rapport à 1. Si δ est de partie imaginaire strictement positive, ce nombre appartient à
D et l'autre non ; sinon c'est l'inverse.



Exercice 2 : Polygones réguliers

L'objectif de ce problème est de déterminer des critères calculatoires permettant de véri�er
simplement si des points du plan forment un polygone régulier.

1. Inégalité triangulaire (3 points)

(a) Soient θ1 et θ2 dans R. Justi�er que cos(θ1) cos(θ2) + sin(θ1) sin(θ2) 6 1.

On reconnaît une formule trigonométrique :

cos(θ1) cos(θ2) + sin(θ1) sin(θ2) = cos(θ1 − θ2) 6 1.

(b) Montrer de plus que cos(θ1) cos(θ2) + sin(θ1) sin(θ2) = 1 si et seulement si θ1 = θ2
modulo 2π.

On sait que l'équation cos(x) = 1 a pour solutions les nombres x = 2kπ avec k ∈ Z.
L'inégalité précédente est donc une égalité si et seulement si θ1 − θ2 est un multiple
de 2π, �.e. θ1 − θ2 = 0 mod 2π, autrement dit θ1 = θ2 mod 2π.

(c) Soient z1 et z2 des nombres complexes non nuls. En utilisant leurs écritures polaires,
démontrer l'inégalité triangulaire : |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.

Écrivons les nombres z1 et z2 sous forme polaire : z1 = r1e
iθ1 et z2 = r2e

iθ2 avec r1, r2
des réels strictement positifs et θ1, θ2 des réels. Alors, par dé�nition, |z1| = r1 et
|z2| = r2, et :

|z1 + z2| = |r1eiθ1 + r2e
iθ2| = |r1 cos(θ1) + r2 cos(θ2) + i(r1 sin(θ1) + r2 sin(θ2))|

=
√

(r1 cos(θ1) + r2 cos(θ2))2 + (r1 sin(θ1) + r2 sin(θ2))2

=
√
r21 + r1r2(cos(θ1) cos(θ2) + sin(θ1) sin(θ2)) + r22.

Or cos(θ1) cos(θ2) + sin(θ1) sin(θ2) 6 1. Donc

|z1 + z2| 6
√
r21 + 2r1r2 + r22 =

√
(r1 + r2)2 = r1 + r2

car r1 + r2 > 0. Ainsi, nous obtenons bien : |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.

(d) Montrer de plus que |z1+z2| = |z1|+|z2| si et seulement si z1 et z2 ont même argument.

Dans le raisonnement ci-dessus, l'unique majoration utilisée est celle de cos(θ1) cos(θ2)+
sin(θ1) sin(θ2) par 1. Ainsi, le résultat �nal sera une égalité si et seulement si cos(θ1) cos(θ2)+
sin(θ1) sin(θ2) = 1, donc si et seulement si θ1 = θ2 mod 2π.
Donc |z1 + z2| = |z1|+ |z2| si et seulement si z1 et z2 ont même argument.

On admet pour la suite que le résultat se généralise à n nombres complexes z1,
z2, . . . , zn non nuls : |

∑n
k=1 zk| 6

∑n
k=1 |zk| ; et il y a égalité si et seulement si les n

nombres ont le même argument.

2. Points cocycliques (6 points)

Des points du plan sont dit cocycliques s'ils sont situés sur un même cercle.



(a) Soit n > 4 et A1, A2, . . . , An des points du plan d'a�xes respectives z1, z2, . . . , zn.
Dé�nir mathématiquement dans le langage des nombres complexes le fait que ces n
points sont cocycliques.

Des points du plan sont cocycliques s'il existe un point du plan situé à la même
distance de tous les points. Avec les notations proposées : les points A1, . . . , An sont
cocycliques si et seulement s'il existe un point Ω d'a�xe ω tel que

|z1 − ω| = |z2 − ω| = · · · = |zn − ω|.

On admet le théorème suivant qui est un corollaire du théorème de l'angle inscrit :
Théorème : soient A, B, C et D quatre points distincts du plan.
Ils sont cocycliques ou alignés si et seulement si les angles orientés ÂCB et ÂDB
sont égaux modulo π.

Soient A, B, C et D les points d'a�xes respectives zA = 3 + i, zB = −1 + i, zC = −2i
et zD = 3− i.

(b) Représenter ces points sur une �gure.

••

•

•

•

β
α

R

iR

AB

C

D

Ω

L'argument de zA − zC est l'angle formé par le vecteur
−→
CA avec l'horizontale, nous

l'avons noté α sur la �gure. De même, β représente l'argument de zB − zC .

(c) Représenter également sur la �gure l'argument de zA− zC ainsi que celui de zB− zC .

(d) Justi�er ainsi que l'angle orienté ÂCB est égal à arg
(
zB−zC
zA−zC

)
.

D'après les propriétés de l'argument : arg
(
zB−zC
zA−zC

)
= arg(zB − zC) − arg(z1 − zC).

Géométriquement, cette di�érence est égale à la valeur de l'angle orienté ÂCB (il
s'agit de l'angle β − α sur notre �gure).



(e) Montrer que le théorème ci-dessus se traduit ainsi en langage complexe : les quatre
points A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si :

zB − zC
zA − zC

/zB − zD
zA − zD

est un nombre réel.

Ce quotient de quotients est appelé birapport des quatre points.

D'après la question précédente, le théorème devient : les points sont alignés ou cocy-

cliques si et seulement si arg
(
zB−zC
zA−zC

)
= arg

(
zB−zD
zA−zD

)
mod π, ce qui est équivalent

à : arg
(
zB−zC
zA−zC

/
zB−zD
zA−zD

)
= 0 mod π. Or les nombres complexes d'argument 0 ou π

sont les nombres réels. La condition du théorème devient donc : zB−zC
zA−zC

/
zB−zD
zA−zD

est un

nombre réel.

(f) Appliquer ce critère aux quatre points dé�nis plus haut.

Calculons le birapport des quatre points :

zB − zC
zA − zC

/zB − zD
zA − zD

=
(−1 + i)− (−2i)

(3 + i)− (−2i)

/(−1 + i)− (3− i)

(3 + i)− (3− i)

=
−1 + 3i

3 + 3i
× 2i

−4 + 2i
=
−6− 2i

−18− 6i
=

1

3
.

Le résultat est un nombre réel. On en déduit d'après le théorème que les quatre points
sont cocycliques ou alignés. Comme ils ne sont clairement pas alignés, ils sont bien
cocycliques.

(g) Deviner grâce à la �gure le centre du cercle contenant les quatre points. Véri�er par
le calcul qu'il est bien équidistant à ces quatre points.

Sur la �gure, le centre du cercle contenant A, B, C et D semble être le point Ω
d'a�xe ω = 1. Véri�ons :
|zA − ω| = |3 + i− 1| = |2 + i| =

√
5

|zB − ω| = | − 1 + i− 1| = | − 2 + i| =
√

5
|zC − ω| = | − 2i− 1| =

√
5

|zD − ω| = |3− i− 1| = |2− i| =
√

5
Le point Ω est donc équidistant à ces quatre points ; ils sont bien situés sur le cercle
de centre Ω et de rayon

√
5.

Remarque : si on souhaite montrer que n > 4 points sont cocycliques, il su�t d'ap-

pliquer le critère plusieurs fois, en montrant par exemple que chacun des points est

cocyclique avec les trois premiers.

3. Polygone régulier (8 points)

Soient désormais n points du plan cocycliques (cela a pu être véri�é grâce à la partie
précédente). Pour simpli�er, nous supposerons qu'ils appartiennent tous au cercle de
centre 0 et de rayon R.
Nous souhaitons désormais déterminer un critère permettant d'assurer que ces points
forment un polygone régulier.



Notons A1, . . . , An ces n points numérotés dans l'ordre sur le cercle, et z1, . . . , zn leurs
a�xes respectives. On note en�n ω = e

2iπ
n .

Nous allons démontrer le résultat suivant :

A1, . . . , An forment un polygone régulier⇐⇒
n∑
k=1

ωn+1−kzk = nz1.

Commençons par un exemple.

(a) Que vaut ω pour n = 4 ?

Pour n = 4, ω = e
2iπ
4 = i.

(b) Montrer, en appliquant le résultat ci-dessus, que les points d'a�xes 2 + i, −1 + 2i,
−2− i et 1− 2i forment un carré.

Notons z1, z2, z3 et z4 ces quatre nombres dans le même ordre. Calculons :

4∑
k=1

ω4+1−kzk = i4z1+i3z2+i2z3+iz4 = 1·(2+i)−i(−1+2i)−1·(−2−i)+i(1−2i) = 8+4i.

On obtient bien
∑4

k=1 ω
4+1−kzk = 4z1, donc les quatre points forment un polygone

régulier, c'est-à-dire pour n = 4 un carré.

Passons à la preuve et raisonnons par double
implication.

Nous supposons d'abord que les points
A1, . . . , An forment un polygone régulier. Ils
se répartissent sur le cercle comme sur la �-
gure ci-contre, en notant α l'argument de z1.

•

••

•

•

•

•

α
2π
n

2π
n

•

R

•
iR

A1

A2A3

An

(c) Quelle est, d'après la �gure, l'écriture polaire de zk pour tout k ?

Tous les nombres zk ont le même module R et ont pour arguments respectifs les
angles α + 2(k−1)π

n
. Donc pour tout k : zk = Rei(α+

2(k−1)π
n

).

(d) Montrer ainsi que
∑n

k=1 ω
n+1−kzk = nz1.

Calculons cette somme :
n∑
k=1

ωn+1−kzk =
n∑
k=1

(ei
2π
n )n+1−k ·Rei(α+

2(k−1)π
n

) =
n∑
k=1

Rei(2π+(1−k) 2π
n

)ei(k−1)
2π
n eiα



=
n∑
k=1

Reiα = nReiα = nz1.

Supposons maintenant que
∑n

k=1 ω
n+1−kzk = nz1.

(e) En déduire la valeur du module
∣∣∑n

k=1 ω
n+1−kzk

∣∣.
D'après l'hypothèse,

∣∣∑n
k=1 ω

n+1−kzk
∣∣ = |nz1| = nR.

(f) Appliquer l'inégalité triangulaire à
∣∣∑n

k=1 ω
n+1−kzk

∣∣ et déduire de la partie 1 que
pour tout k, arg(ωn+1−kzk) = arg(z1).

D'après l'inégalité triangulaire :
∣∣∑n

k=1 ω
n+1−kzk

∣∣ 6 ∑n
k=1

∣∣ωn+1−kzk
∣∣. Or, ω est de

module 1 et tous les nombres zk sont de module R, donc
∣∣ωn+1−kzk

∣∣ = R. Ainsi∣∣∑n
k=1 ω

n+1−kzk
∣∣ 6∑n

k=1R 6 nR.
Mais d'après la question précédente, cette somme est justement de module nR, nous
sommes donc dans le cas d'égalité de l'inégalité triangulaire. Cette égalité n'est pos-
sible que si les tous les nombres de la somme ont le même argument. On en déduit
donc que pour tout k, arg(ωn+1−kzk) = arg(z1).

(g) Conclure que les points A1, . . . , An forment un polygone régulier.

Notons θk l'argument de zk. Alors zk = Reiθk et ωn+1−kzk = ei(2π+(1−k) 2π
n Reiθk =

Rei((1−k)
2π
n

+θk). Donc arg(ωn+1−kzk) = (1−k)2π
n

+θk. D'après la question précédente,
il est égal (modulo 2π) à l'argument θ1 de z1. On en déduit : θk = θ1 + (k − 1)2π

n
.

Ainsi les points d'a�xes zk sont tous sur le cercle de centre 0, de rayon R et s'ob-
tiennent successivement en partant du point A1 et en tournant à chaque étape d'un
angle 2π

n
. Ce sont bien des sommets d'un polygone régulier à n côtés.


