
STH1, Algèbre générale décembre 2021

Contrôle 3

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h20.

Le barème est donné à titre indicatif : 9 - 12.

Exercice 1 : étude d'une fonction réelle

1. On considère la fonction f dé�nie par (5pts)

f : R → R
x 7→ x2 + x

(a) Dresser, sans justi�cations, le tableau de variation complet de f .

La fonction est dérivable sur R et sa dérivée est donnée
par f ′(x) = 2x+ 1 qui s'annule en −1

2
.

La fonction f est ainsi décroissante sur ] − ∞,−1
2
] et

croissante sur [−1
2
,+∞[.

Elle tend vers +∞ en ±∞, vaut −1
4
en −1

2
et s'annule

en −1 et 0.

(b) Donner, toujours sans justi�cations, les ensembles images f(R) et f([−1, 1]),
ainsi que l'image réciproque f−1(]−∞, 0]).

D'après le tableau de variations de f , on trouve :

f(R) = [−1
4
,+∞[, f([−1, 1]) = [−1

4
, 2], f−1(]−∞, 0]) = [−1, 0].

Pour le deuxième résultat, on fait attention au fait que f n'est pas monotone sur
[−1, 1] : elle décroît sur [−1,−1

2
] de f(−1) = 0 à f(−1

2
) = −1

4
, puis elle croît sur

[1
2
, 1] de −1

4
à f(1) = 2. Elle est de plus continue et le résultat se déduit du théorème

des valeurs intermédiaires appliqué sur [−1
2
, 1].

On rappelle que f−1(]−∞, 0]) = {x ∈ R | f(x) ∈]−∞, 0]}. Autrement dit, cet en-
semble est l'ensemble en abscisse sur lequel f est négative. On obtient bien l'intervalle
ci-dessus.



−1
4 −1

4

2

f(R) = [−1
4
,+∞[ f([−1, 1]) = [−1

4
, 2] f−1(]−∞, 0]) = [−1, 0]

(c) Déterminer tous les antécédents de 1 par f .

On cherche x ∈ R tel que f(x) = 1. On résout donc l'équation x2 + x = 1. C'est
une équation de degré 2 dont les solutions sont x1 = −1+

√
5

2
et x2 = −1−

√
5

2
. On peut

véri�er qu'elles satisfont bien f(x1) = f(x2) = 1.
Ainsi f−1({1}) = {x1, x2}.

(d) La fonction f est-elle injective ? Est-elle surjective ?

D'après la question précédente, 1 possède deux antécédents par f , donc f n'est pas
injective.
D'après la question 2, f(R) 6= R donc f n'est pas surjective ; −1 par exemple ne
possède pas d'antécédent par f .

2. On considère maintenant la restriction de f suivante : (4 pts)

g : R+ → R+

x 7→ x2 + x

On peut démontrer, grâce au tableau de variation de f , que la fonction g est bijective.
Nous allons le démontrer à nouveau de manière algébrique. Il n'est donc pas permis
d'utiliser des arguments analytiques.

(a) Démontrer l'injectivité de g, en utilisant la dé�nition :
� Soient x et x′ dans R+ tels que ... �.
Indication : on pourra factoriser par (x− x′).

Soient x et x′ dans R+ tels que g(x) = g(x′).
Alors x2 + x = x′2 + x′.
Donc x2 − x′2 + x− x′ = 0.
Donc (x− x′)(x+ x′ + 1) = 0.
Donc x− x′ = 0 ou x+ x′ + 1 = 0.
Or x et x′ sont positifs par hypothèse, donc x+x′+1 > 0. En particulier x+x′+1 6= 0.
Finalement, on conclut que x = x′. Donc g est injective.

(b) Déterminer l'expression de la bijection réciproque de g.

Soit y ∈ R+.
Posons x = −1+

√
1+4y

2
.



Comme y > 0, 1 + 4y > 0, donc sa racine carrée est bien dé�nie.
De plus

√
1 + 4y >

√
1 = 1, donc x > 0.

Ainsi x appartient bien à R+.
De plus,

g(x) =

(
−1 +

√
1 + 4y

2

)2

+
−1 +

√
1 + 4y

2
=

1

4
(1−2

√
1 + 4y+1+4y−2+2

√
1 + 4y) = y.

Ainsi x est un antécédent de y par g. Comme on sait que g est injective, on sait qu'il
est unique.
Nous avons ainsi trouvé la bijection réciproque de g :

g−1 : R+ → R+

y 7→ −1+
√
1+4y

2

Remarque : Nous avons trouvé x en résolvant l'équation g(x) = y qui est une équation

du second degré en x.
Autre méthode possible : récrire l'expression de g sous la forme canonique

g(x) = (x+ 1
2
)2 + 1

4
. Alors g se décompose en

x
+
1
27−→ x+ 1

2

∧27−→ (x+ 1
2
)2
−1
47−→ (x+ 1

2
)2 − 1

4
.

En utilisant les bijections réciproques de ces trois fonctions élémentaires, on retrouve

la bijection réciproque de g.



Exercice 2 : étude d'une fonction complexe

On considère l'application
ϕ : C∗ → C∗

z 7→ 6

z

1. L'application ϕ est une bijection. Quelle est sa bijection réciproque ? (1 pt)

La bijection réciproque de ϕ est ϕ elle-même. En e�et, pour tout z dans C∗ :

ϕ ◦ ϕ(z) = ϕ(ϕ(z)) = ϕ(6/z) =
6

6/z
= z.

Donc ϕ ◦ ϕ = id.

2. Image d'un cercle par ϕ (6 pts)

Dans le plan complexe, nous noterons C le cercle de centre 1 et de rayon 1 privé de 0,
et D la droite verticale d'équation complexe <e(z) = 3.

(a) Calculer ϕ(1 + i).

ϕ(1 + i) =
6

1 + i
=

6(1− i)

(1 + i)(1− i)
=

6− 6i

2
= 3− 3i.

(b) Soit θ ∈]− π, π[. Déterminer la forme algébrique de ϕ(1 + eiθ).

ϕ(1+eiθ) =
6

1 + eiθ
=

6

ei
θ
2 (e−i

θ
2 + ei

θ
2 )

=
6

2 cos( θ
2
)
e−i

θ
2 =

6

2 cos( θ
2
)
(cos(− θ

2
)+i sin(− θ

2
)) = 3−3i tan( θ

2
).

(c) Soit y ∈ R. Montrer : |ϕ(3 + iy)− 1| = 1.

ϕ(3 + iy)− 1 =
6

3 + iy
− 1 =

3− iy

3 + iy
.

Or 3 + iy et son conjugué 3− iy ont le même module, donc

|ϕ(3 + iy)− 1| =
∣∣∣∣3− iy

3 + iy

∣∣∣∣ =
|3− iy|
|3 + iy|

= 1.

(d) Représenter sur une même �gure les ensembles C et D, et les points d'a�xes
1 + i, ϕ(1 + i), 1 + eiθ et ϕ(1 + eiθ).



θ

θ/2

•

•

•

•
1 + i

ϕ(1 + i)

zθ = 1 + eiθ

ϕ(zθ)

C
D

R

iR

(e) Dé�nir mathématiquement l'ensemble C comme une partie de C∗ de deux façons :
sous forme implicite et sous forme paramétrique.

C = {z ∈ C∗ | |z − 1| = 1} = {1 + eiθ ; θ ∈]− π, π[}.

(f) Montrer à l'aide des questions 1, 2-b et 2-c que ϕ(C) = D.

Raisonnons par double inclusion.
Soit z ∈ C. Alors il existe θ ∈]− π, π[ tel que z = 1 + eiθ.
Donc ϕ(z) = 3− 3i tan( θ

2
) d'après 2-b.

En particulier, <e(ϕ(z)) = 3, donc ϕ(z) ⊂ D.
Ainsi ϕ(C) ⊂ D.

Soit maintenant z ∈ D.
Alors il existe y ∈ R tel que z = 3 + iy.
D'après 2-c, |ϕ(z)− 1| = 1, donc ϕ(z) ∈ C.
Or, d'après 1, ϕ(ϕ(z)) = z.
Donc z est l'image par ϕ de ϕ(z) qui est un élément de C.
Donc tout élément de D est l'image d'un élément de C : D ⊂ ϕ(C).

Par double inclusion, on conclut ϕ(C) = D.

3. Géométrie et équations (3 pts)

Comparons l'action de ϕ avec celle de transformations élémentaires.

(a) Déterminer tous les points qui ont la même image par ϕ et par la rotation de centre
0 et d'angle π

2
: cela revient à résoudre l'équation ϕ(z) = Rπ

2
(z).



On résout ϕ(z) = Rπ
2
(z) dans C∗ :

6

z
= iz ssi z2 =

6

i
= −6i.

Les solutions sont les racines carrées de −6i = 6e−i
π
2 :

z1 =
√

6e−i
π
4 et z2 = −

√
6e−i

π
4 .

(b) Déterminer de même tous les points ayant la même image par ϕ et par la translation
de vecteur 5i.

On résout cette fois l'équation ϕ(z) = T5i(z) :

6

z
= z + 5i ssi 6 = z2 + 5iz ssi z2 + 5iz − 6 = 0.

Le discriminant de ce polynôme est ∆ = (5i)2 − 4 · (−6) = −1. Les racines carrées
de −1 sont i et −i. Les solutions de l'équation sont ainsi :

z3 =
−5i + i

2
= −2i et z4 =

−5i− i

2
= −3i.

(c) Représenter l'une des solutions z obtenues dans les deux questions précédentes (celle
de votre choix), ainsi que son image ϕ(z).

•

•

•

•
•

•

•

•

√
6 R

iR

z4

ϕ(z4)

z3

ϕ(z3)

ϕ(z1)

z1ϕ(z2)

z2

Les images des di�érentes solutions zj sont obtenues, soit en calculant ϕ(zj) soit en
appliquant géométriquement la rotation d'angle π

2
et la translation de vecteur vertical

5i.



4. Composée de transformations géométriques (2 pts)

On considère à présent l'application ψ dé�nies sur C \ {−1} par

ψ(z) =
6i

z + 1
.

(a) Écrire ψ comme une composée de ϕ avec des rotations et translations.

On peut décomposer ψ ainsi :

z
+17−→ z + 1

ϕ7−→ 6

z + 1

×i7−→ 6i

z + 1
.

On reconnaît la translation T1 et la rotation de centre 0 et d'angle π
2
. Ainsi ψ =

Rπ
2
◦ ϕ ◦ T1.

(b) Soit U = {z ∈ C \ {−1} | |z| = 1} le cercle unité dans le plan complexe (privé
de −1).
Déduire de la question précédente et de la question 2-f l'image de U par ψ.

L'image du cercle U par la translation de vecteur 1 est le cercle C de la partie
précédente. Son image par ϕ est D d'après 2-f. En�n l'image de D par la rotation
d'angle π

2
est la droite horizontale D′ d'équation complexe =m(z) = 3. Ainsi :

ψ(U) = Rπ
2
(ϕ(T1(U))) = Rπ

2
(ϕ(C)) = Rπ

2
(D) = D′.


