STHI1, Algébre générale décembre 2020

CONTROLE 3

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigourecusement justifiés.
Durée de I’épreuve : 1h20.
Le baréme est donné a titre indicatif : 12 - 8.

Exercice 1 : exponentielle complexe (12 pts)

On prolonge sur C I'application exponentielle de la maniére suivante :

exp : C — C
r=x+iy — e%el

ou x + iy est la forme algébrique du nombre complexe z.

Le but de cet exercice est d’en définir une application réciproque et d’en étudier des pro-
priétés.

1.

Vérifier que 'application exp est bien un prolongement de 'application exponentielle en
regardant l'expression de exp(z) lorsque z est un nombre réel et lorsque z est un nombre
imaginaire pur.

2. Justifier que cette application exp n’est ni injective, ni surjective.

3. On considére 'ensemble F = {z € C | Sm(z) € [0, 27[}. Représenter cet ensemble.

4. On considére désormais I'application exp restreinte de E vers C* : exp : £ — C*.

Montrer que cette nouvelle application est bijective.

On définit alors 'application log : C* — E comme sa bijection réciproque.

5. Donner, en les justifiant, les valeurs de log(1), log(—1), log(i) et log(1 + 1).
6. A-t-on log(—1) + log(—1) =log((—1) x (=1))7

7. Soit z et 2’ des nombres complexes d’arguments compris entre 0 et 7 exclus. Démontrer,

8. Donner, sans justification, la limite suivante dans C : limg_,o, .

10.

en utilisant les propriétés de Pexponentielle, que log(z) + log(z’) = log(z2").

0

. De méme, donner sans justification, la valeur de log(e'’) pour 6 € [0,27[ et en déduire

la limite & gauche limg_,o,- log(e?).

Déduire des deux questions précédentes que I'application log n’est pas continue en 1.



Exercice 2 : résolution d’une équation de degré 4 (8 pts)

Le but de cet exercice est de déterminer et représenter les racines du polyndéme

P=X*—-8X3+24X? - 32X + 20.

On définit sur C I'application

AR ANl

f: C — C
z

- G-)e-2)

. Décomposer I'application f en une composée de transformations géométriques élémen-

taires.

En déduire la décomposition de sa bijection réciproque f~! et donner I'expression algé-
brique de f~!(z) pour z € C.

Calculer (5 — 5)*

Soit z € C. Calculer f(2)?* et en déduire que z est racine de P si et seulement si f(2)* = 1.
Résoudre I'équation Z* = 1 dans C et représenter ses solutions.

En déduire géométriquement la position des racines de P. Les représenter et donner leur
forme algébrique.



