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Contrôle 3

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h20.

Le barème est donné à titre indicatif : 3 - 3 - 17.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 : racines carrées complexes

Déterminer de deux manières di�érentes les racines carrées du nombre complexe i : sous
forme polaire et sous forme algébrique.

En déduire les valeurs de cos(π
4
) et sin(π

4
).

Exercice 2 : transformation géométrique

On considère la transformation géométrique suivante : partant d'un point du plan,
� on le translate du vecteur d'a�xe 1 + i ;
� puis on le fait tourner d'un angle π

2
autour de l'origine ;

� en�n, on le translate du vecteur d'a�xe −2.

1. Donner l'expression complexe de la fonction f : C→ C correspondant à cette transfor-
mation.

2. Déterminer les points �xes de f .

3. En déduire que la transformation est une rotation dont on précisera le centre et l'angle.



Exercice 3 : racines cubiques dans un groupe

1. Résultats théoriques

(a) Soit (G, ∗) un groupe commutatif et soit f l'application dé�nie de G vers G par

f(x) = x3 = x ∗ x ∗ x.

Démontrer que f est un morphisme de groupe.

(b) Soient (G, ∗) et (F,×) des groupes, g : G → F un morphisme de groupes et H un
sous-groupe de F .
Démontrer que l'image réciproque g−1(H) = {x ∈ G | g(x) ∈ H} est un sous-groupe
de (G, ∗).

2. Exemples

Dans chacun des exemples qui suivent, on considère un certain groupe (G, ∗) et on
s'intéresse à l'application f : G→ G dé�nie par f(x) = x3.

(a) Dans (C∗,×)

i. Montrer que tout nombre complexe admet au moins une racine cubique dans C.

ii. Donner le noyau de l'application f : z 7→ z3.

iii. Déterminer f−1(R∗
+) et le représenter. Est-ce un sous-groupe de (C∗,×) ?

(b) Dans ((Z/pZ)∗,×)

On considère un nombre premier p de la forme p = 3q + 2 avec q ∈ N.

i. Soit x̄ ∈ (Z/pZ)∗. Montrer que si x̄3 = 1̄, alors x̄ = 1̄.

Indication : utiliser le petit théorème de Fermat.

ii. En déduire que f : x̄ 7→ x̄3 est injectif.

iii. En déduire �nalement que f est bijectif et donc que tout élément de (Z/pZ)∗

admet une unique racine cubique dans (Z/pZ)∗.

iv. Exemple : dans (Z/11Z)∗, calculer 2̄12 et en déduire la racine cubique de 4̄.

(c) Dans (S4, ◦)

i. On considère les permutations σ1 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
et σ2 =

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
.

Calculer τ = σ1σ2, σ3
1, σ3

2 et τ 3.

Que peut-on dire de l'application f : σ 7→ σ3 ?

ii. Calculer σ9
1 et en déduire une racine cubique de la permutation σ1.

iii. Montrer que la permutation σ2 n'admet pas de racine cubique.

Indication : montrer que s'il existait une racine cubique, elle serait d'ordre 9 et

aboutir à une contradiction.


