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Contrôle 3

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h15.

Le barème est donné à titre indicatif : 11 - 4 - 6.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 Cardioïde

On considère dans C l'ensemble

C = {2eit + e2it ; t ∈ R}.

Nous souhaitons représenter cette courbe appelée cardioïde.

1. Déterminer les éléments de C qu'on obtient pour t = 0, π
2
, π, 3π

2
et 2π.

2. Démontrer ∀z ∈ C, |z| 6 3.

On cherche à déterminer les points de C d'abscisses et d'ordonnées extrémales.

3. Démontrer que pour tout t ∈ R,

cos(t) + cos(2t) = 2 cos(3t
2

) cos( t
2
) et sin(t) + sin(2t) = 2 sin(3t

2
) cos( t

2
).

4. Considérer les parties réelles et imaginaires des points de C et déterminer pour quelles
valeurs du paramètre t elles peuvent être maximales ou minimales.

Indication : penser à dériver.

5. Représenter l'allure de C.

On s'intéresse maintenant à une propriété méca-
nique de C. On considère le cercle trigonométrique
C0 et on imagine un autre cercle C1 de rayon 1 rou-
lant autour de C0. On s'intéresse à la trajectoire
d'un des points de C1.

6. En se basant sur la �gure ci-contre, donner l'a�xe
du vecteur

−→
OΩ en fonction de l'angle α.

7. Donner également l'a�xe du vecteur
−−→
ΩM en fonc-

tion de β.

8. En déduire que M se déplace sur notre cardioïde
au cours du mouvement.

1 2 3

i

−1

−i

2i

•

C0

O

α

•
Ω

•M

β

C1

Les arcs en gras ont même longueur.



Exercice 2 La loi max

Sur N, on dé�nit la loi ∗ par

∀a ∈ N,∀b ∈ N, a ∗ b = max(a, b).

Indication : cet exercice est facile, les justi�cations attendues peuvent être courtes.

1. La loi ∗ est-elle associative et commutative ?

2. Possède-t-elle un élément neutre ?

3. Soient a, b et c dans N. Si a ∗ b = a ∗ c, peut-on en déduire b = c ?

4. Le couple (N, ∗) est-il un groupe ?

5. La loi + dé�nie sur N est distributive par rapport à la loi ∗. Traduire cela mathémati-
quement et l'illustrer avec un exemple.

Exercice 3 Tri à bulles

On a démontré que les transpositions engendraient le groupe des permutations. Cela signi�e
entre autres qu'on est capable de trier une liste d'éléments en n'e�ectuant que des échanges de
deux éléments. On souhaite maintenant le faire en ne s'autorisant que des échanges d'éléments
voisins de la liste.

1. Soit σ =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 4 1 2 6

)
∈ S6. Écrire σ comme un produit de transpositions.

2. Calculer σ1 = τ2,3τ3,4τ4,5, puis calculer σ2 = τ4,5τ3,4. Décrire l'action de ces permutations.

3. Calculer σ2σ1.

4. Généraliser et montrer que toute transposition peut s'écrire comme un produit de trans-
positions de la forme τi,i+1.

5. En déduire que toute permutation peut s'écrire comme un produit de transpositions de
la forme τi,i+1.

6. Décomposer notre permutation σ en un tel produit.


