STHI1, Algebre générale décembre 2015

CONTROLE 3

Documents et calculatrices sont interdits.
Le bareme est donné a titre indicatif : 4 - 12 - 6.

Exercice

On souhaite déterminer les six racines complexes du polynéme P = X6 — 3X* +3X2 4 7.

Soit z € C. Vérifier que z est racine de P si et seulement si (2% — 1)* = —8.

En déduire les six racines complexes de P.

Afin de s’épargner quelques calculs répétitifs, on pourra utiliser le fait que puisque P est a
coefficients réels, si z est racine de P, alors son conjugué z est également racine de P.

Probléme

On considére le groupe (1, o) des isométries du plan complexe muni de la composition. Dans
les deux parties de ce probléme, nous considérerons deux isométries ¢ et 1. L’objectif sera de
décrire les déplacements que 'on peut effectuer dans le plan en composant autant de fois que
I'on veut ¢ et . Cela reviendra a décrire le sous-groupe de (I, 0) engendré par ¢ et 1.

Afin d’alléger les notations, nous noterons simplement i) = ¢ o9 la composée de deux
isométries.

Nous admettrons le résultat suivant : si une isométrie du plan (différente de I'identité) ad-
met plus de deux points fixes alors c¢’est une symétrie d’axe I’ensemble de ses points fixes.

1. Notons r = Rz la rotation de centre 0 et d’angle 7 et s = Sgr la symétrie d’axe la droite
réelle. Notons enfin G =< r,s > le sous-groupe de ([, 0) engendré par r et s, c’est-a-dire
le plus petit sous-groupe contenant r et s.

(a) Donner 'écriture complexe des transformations r et s (c’est-a-dire donner Iexpres-
sion de r(z) et s(z) pour tout z € C).
(b) Déterminer les isométries rs et srs.

(c) Soit A lensemble de toutes les composées que l'on peut obtenir avec r et s. Par
exemple, s, rs, r’srs et srsr3 sont des éléments de A.

i. Montrer que r~! et s7! sont dans A. En déduire que (r?sr)~! est aussi dans A.
ii. Montrer que A est un sous-groupe de (1, 0).
iii. En déduire que G = A.



(d)
(e)
(f)

Montrer que Vz € C, |r(z)] = [s(z)| = |2|.
En déduire que Vo € G,Vz € C |p(2)| = |2|.

Notons Z? I’ensemble des nombres complexes de la forme a + ib avec a € Z,b € Z.
Montrer de la méme maniére que Vo € G,Vz € Z%, ¢(z) € Z2.

En déduire que tous les éléments de G laissent stable ’ensemble {1,7, —1, —i}.

Ces quatre points sont les sommets d’un carré. On a vu en TD qu’il n’existait que 8
isométries laissant invariant les sommets d’un carré et qu’on pouvait les représenter
par des permutations de &4. On numérote les points 1,4, —1, —i dans Pordre.

Donner (sans justification) la liste des 8 éléments de G (sous la forme Ry et Sp).
Pour chacun, on donnera I'élément de &4 correspondant et on ’écrira également
comme une composée de 7 et s (ce qui justifiera que cet élément est bien dans G).

En utilisant tous les résultats précédents, justifier de la maniére la plus simple pos-
sible (c’est-a-dire sans utiliser explicitement les éléments de GG) pourquoi il n’existe
pas d’élément ¢ de G vérifiant I'une des conditions ci-dessous :

e p(2)=1+1i

o o(3) =3¢'7

o ©#id, p* #idet ©* =id

2. On considére encore la rotation r = Rg et on définit maintenant la rotation 7 = Rl,,g
de centre 1 et d’angle —7. C’est I'application définie pour z € C par 7(z) = —iz + 1+ 1.
Notons enfin H =< r,7 > le sous-groupe engendré par r et . Comme dans la premiére
partie, H est I’ensemble de toutes les composées possibles de r et 7.

(a)
(b)

(c)

()
(e)

Déterminer les isométries r7 et 7r.

Montrer de la méme maniére que dans la question 1-d que
Vo € HVz € Z?, ¢(z) € Z® et R(p(2)) + S(p(2)) = R(2) + S(2) mod 2.

Déduire des deux questions précédentes que
{p(0); pe H}={a+ib|la€cZ,beZ,a+b=0 mod 2}.

Autrement dit, 'ensemble des points sur lesquels on peut envoyer le point 0 en utili-
sant les deux rotations r et 7 est I’ensemble des points du plan dont les coordonnées
sont entiéres et de méme parité.

Donner une facon de composer r et 7 permettant d’envoyer le point 0 sur le point
d’affixe 3 + i.

Bonus : décrire autant que possible les éléments du groupe H. Y a-t-il des symétries
dans H? Quels sont les angles et les centres des rotations de H 7 Quelles sont les
translations présentes dans H 7



