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Contrôle 3

Documents et calculatrices sont interdits.

Le barème est donné à titre indicatif : 4 - 4 - 7 - 6.

Exercice

On souhaite déterminer les six racines complexes du polynôme P = X6 − 3X4 + 3X2 + 7.

Soit z ∈ C. Véri�er que z est racine de P si et seulement si (z2 − 1)3 = −8.
En déduire les six racines complexes de P .
A�n de s'épargner quelques calculs répétitifs, on pourra utiliser le fait que puisque P est à

coe�cients réels, si z est racine de P , alors son conjugué z̄ est également racine de P .

Soit z ∈ C. Alors (z2 − 1)3 = z3 − 3z2 + 3z − 1. Donc P (z) = (z2 − 1)3 + 8 et P (z) = 0 ssi
(z2 − 1)3 = −8 ssi z2 − 1 est une racine cubique de −8.

Or −8 = 8eiπ et ses racines cubiques sont 2ei
π
3 , 2ei

3π
3 = −2 et 2ei

5π
3 = 2e−i

π
3 . Donc z est

une racine de P ssi z2 − 1 est l'un de ces trois nombres. Distinguons les cas.

Si z2 − 1 = −2, alors z2 = −1, donc z = i ou z = −i. (On peut véri�er facilement que ces
deux nombres sont bien racines de P ).

Si z2− 1 = 2ei
π
3 = 1 + i

√
3, alors z2 = 2 + i

√
3. Cherchons les racines carrées de ce nombre.

soit x+iy tel que (x+iy)2 = 2+i
√

3. Alors en développant, on obtient x2−y2 = 2 et 2xy =
√

3.
De plus, en identi�ant les modules, x2 + y2 =

√
7. On en déduit 2x2 =

√
7 + 2 et 2y2 =

√
7− 2.

Donc x = ±
√√

7+2
2

et y = ±
√√

7−2
2

. En�n, comme xy > 0, les deux racines carrées de 2 + i
√

3
sont

z1 =

√√
7 + 2

2
+ i

√√
7− 2

2
et z2 = −z1.

Ces deux nombres sont donc des racines de P .

En�n, on peut traiter le dernier cas. Cependant, cela est inutile. Puisque z1 et z2 sont racines
de P et que P est à coe�cients réels, les conjugués z̄1 et z̄2 sont aussi des racines de P (ce sont
les racines que nous aurions obtenues dans le dernier cas).

Finalement les 6 racines de P sont i,−i et les 4 nombres de la forme ±
√√

7+2
2
± i

√√
7−2
2

.



Problème

On considère le groupe (I, ◦) des isométries du plan complexe muni de la composition. Dans
les deux parties de ce problème, nous considérerons deux isométries ϕ et ψ. L'objectif sera de
décrire les déplacements que l'on peut e�ectuer dans le plan en composant autant de fois que
l'on veut ϕ et ψ. Cela reviendra à décrire le sous-groupe de (I, ◦) engendré par ϕ et ψ.

A�n d'alléger les notations, nous noterons simplement ϕψ = ϕ ◦ ψ la composée de deux
isométries.

Nous admettrons les résultats suivants : si une isométrie du plan admet un seul point �xe,
alors c'est une rotation dont le centre est ce point �xe ; si une isométrie du plan (di�érente
de l'identité) admet plus de deux points �xes alors c'est une symétrie d'axe l'ensemble de ses
points �xes.

1. Notons r = Rπ
2
la rotation de centre 0 et d'angle π

2
et s = SR la symétrie d'axe la droite

réelle. Notons en�n G =< r, s > le sous-groupe de (I, ◦) engendré par r et s, c'est-à-dire
le plus petit sous-groupe contenant r et s.

(a) Donner l'écriture complexe des transformations r et s (c'est-à-dire donner l'expres-
sion de r(z) et s(z) pour tout z ∈ C).

∀z ∈ C, r(z) = ei
π
2 z = iz et s(z) = z̄.

(b) Déterminer les isométries rs et srs.

Composons s et r : ∀z ∈ C, rs(z) = r(z̄) = iz̄. On reconnaît a priori une sy-
métrie. Cherchons les points �xes sous forme algébrique. Soit x + iy ∈ C. Alors
rs(x + iy) = x + iy ssi i(x− iy) = x + iy ssi y + ix = x + iy. En identi�ant parties
réelles et imaginaires, on déduit x = y. Les points �xes de rs sont donc les nombres
dont les parties réelle et imaginaire sont égales. Il s'agit de la droite D d'équation
y = x. L'isométrie rs est donc bien une symétrie d'axe D.

Composons ensuite avec s : ∀z ∈ C, srs(z) = iz̄ = −iz = e−i
π
2 z. On reconnaît la

rotation R−π
2
.

(c) Soit A l'ensemble de toutes les composées que l'on peut obtenir avec r et s. Par
exemple, s, rs, r2srs et srsr3 sont des éléments de A.

i. Montrer que r−1 et s−1 sont dans A. En déduire que (r2sr)−1 est aussi dans A.

La bijection réciproque de r est la rotation R−π
2
. Or on vient de montrer qu'il

s'agissait de la composée srs (r−1 est également égal à r3). Ainsi r−1 est bien
un élément de A puisqu'il s'écrit comme une composée de r et s.

la bijection réciproque de s est s elle-même. Elle est donc trivialement dans A.

On sait que (r2sr)−1 = r−1s−1r−2. Or s−1 = s et r−1 = srs, donc en rempla-
çant : (r2sr)−1 = (srs)s(srs)(srs) (que l'on peut simpli�er en srsr2s). C'est une
composée de r et s et c'est donc un élément de A.

ii. Montrer que A est un sous-groupe de (I, ◦).



� Soient ϕ et ψ deux éléments de A. Il s'agit donc de composées de r et s. Alors
la composée ϕψ sera trivialement une composée de r et s. Ainsi ϕψ ∈ A : A
est stable par composition.

� id = s2 est bien un élément de A.
� On a vu que r et s ont leur inverse dans A. On peut en déduire que l'inverse
de tout élément de A est également dans A. Le raisonnement e�ectué à la
question précédente avec (r2sr)−1 s'applique à tous les éléments de A. Si ϕ
est une composée de r et s, alors son inverse est une composée de r−1 et s−1.
Comme ces deux éléments sont dans A, leur composée ϕ−1 est aussi dans A.

Finalement, A est stable par composition et par inversion et contient id : c'est
un sous-groupe de (I, ◦).

iii. En déduire que G = A.

On a montré que A est un sous-groupe et il contient r et s. Comme G est le plus
petit sous-groupe contenant r et s, G ⊂ A. D'autre part, G étant un groupe,
il est stable par composition et comme il contient r et s, il contient toutes les
composées possibles de r et s. Donc A ⊂ G. Donc G = A.

(d) Montrer que ∀z ∈ C, |r(z)| = |s(z)| = |z|.
En déduire que ∀ϕ ∈ G,∀z ∈ C |ϕ(z)| = |z|.
Soit z ∈ C. Alors |r(z)| = |iz| = |z| et |s(z)| = |z̄| = |z|. Ce résultat s'étend ensuite
à toute composée de r et s. Par exemple |rs(z)| = |r(s(z))| = |s(z)| = |z|. Et plus
généralement, si ϕ ∈ G, ϕ est une composée de r et s. Comme r et s conservent le
module, leur composée le conserve aussi : ∀z ∈ C, |ϕ(z)| = |z|.

(e) Notons Z2 l'ensemble des nombres complexes de la forme a+ ib avec a ∈ Z, b ∈ Z.
Montrer de la même manière que ∀ϕ ∈ G,∀z ∈ Z2, ϕ(z) ∈ Z2.

Soit z = a + ib ∈ Z2. Alors r(z) = iz = −b + ia. Comme −b et a sont des entiers
r(z) ∈ Z2. De même s(z) = a− ib avec a et −b dans Z, donc s(z) ∈ Z2. Et comme
dans la question précédente, r et s laissant stable l'ensemble Z2, toute composée de
r et s laissera stable Z2 : ∀ϕ ∈ G,∀z ∈ Z2, ϕ(z) ∈ Z2.

(f) En déduire que tous les éléments de G laissent stable l'ensemble {1, i,−1,−i}.

Les nombres 1, i, −1 et −i sont les seuls nombres complexes de Z2 de module 1.
Soit ϕ ∈ G. D'après la question d, les images de ces éléments par ϕ sont encore
de module 1, et d'après la question e, les images de ces éléments par ϕ sont encore
dans Z2. Finalement, les images de ces éléments sont encore dans {1, i,−1,−i} et
cet ensemble est laissé stable par tous les éléments de G.

Ces quatre points sont les sommets d'un carré. On a vu en TD qu'il n'existait que 8
isométries laissant invariant les sommets d'un carré et qu'on pouvait les représenter
par des permutations de S4. On numérote les points 1, i,−1,−i dans l'ordre.

(g) Donner la liste des 8 éléments deG (sous la forme Rθ et SD). Pour chacun, on donnera
l'élément de S4 correspondant et on l'écrira également comme une composée de r
et s (a�n de justi�er que cet élément est bien dans G).

Dressons la liste des éléments de G avec les permutations de S4 correspondantes et
les écritures en fonction de r et s.



G id Rπ
2

Rπ R 3π
2

SR Sπ
4

SiR S−π
4

S4 id ( 1 2 3 4
2 3 4 1 ) ( 1 2 3 4

3 4 1 2 ) ( 1 2 3 4
4 1 2 3 ) ( 1 2 3 4

1 4 3 2 ) ( 1 2 3 4
2 1 4 3 ) ( 1 2 3 4

3 2 1 4 ) ( 1 2 3 4
4 3 2 1 )

A s2 r r2 r3 = srs s rs = sr3 r2s = sr2 r3s = sr

où SiR, Sπ
4
et S−π

4
désignent les symétries d'axe respectifs : l'axe imaginaire pur et

les droites de pentes 1 et -1 passant par 0.

(h) En utilisant tous les résultats précédents, justi�er de la manière la plus simple pos-
sible (c'est-à-dire sans utiliser explicitement les éléments de G) pourquoi il n'existe
pas d'élément ϕ de G véri�ant l'une des conditions ci-dessous :
• ϕ(2) = 1 + i
• ϕ(3) = 3ei

π
4

• ϕ 6= id et ϕ3 = id

La première condition est impossible d'après la question d car |1 + i| 6= |2|. la seconde
est impossible d'après la question e car 3 ∈ Z2 mais 3ei

π
4 /∈ Z2. En�n la dernière est

impossible car G est de cardinal 8. Or si ϕ véri�e cette condition, alors cela signi�e qu'il
est d'ordre 3. Comme 3 ne divise pas 8, c'est impossible.

2. On considère encore la rotation r = Rπ
2
et on dé�nit maintenant la rotation r̃ = R1,−π

2

de centre 1 et d'angle −π
2
. C'est l'application dé�nie pour z ∈ C par r̃(z) = −iz + 1 + i.

Notons en�n H =< r, r̃ > le sous-groupe engendré par r et r̃. Comme dans la première
partie, H est l'ensemble de toutes les composées possibles de r et r̃.

(a) Déterminer les isométries rr̃ et r̃r.

Soit z ∈ C. Alors rr̃(z) = i(−iz + 1 + i) = z + i− 1. On reconnaît la translation de
vecteur −1 + i.
Et r̃r(z) = −i(iz) + 1 + i = z + 1 + i. On reconnaît la translation de vecteur 1 + i.

(b) Montrer de la même manière que dans la question 1-d que
∀ϕ ∈ H,∀z ∈ Z2, ϕ(z) ∈ Z2 et que <(ϕ(z)) + =(ϕ(z)) = <(z) + =(z) mod 2.

Soit z = a + ib ∈ Z2. Alors r(z) = −b + ia. Donc r(z) ∈ Z2 et <(r(z)) + =(r(z)) =
−b+ a = a+ b− 2b = <(z) + =(z) mod 2.
De même, r̃(z) = (1 + b) + i(1 − a). Donc r̃(z) ∈ Z2 et <(r̃(z)) + =(r̃(z)) =
(1 + b) + (1− a) = 2 + b− a = b+ a− 2a = <(z) + =(z) mod 2.
La propriété est donc vraie pour r et r̃. Et comme dans la question 1-d, elle va rester
vraie pour toutes les composées de r et r̃, c'est-à-dire pour les éléments de H.

(c) Déduire des deux questions précédentes que

{ϕ(0) ; ϕ ∈ H} = {a+ ib | a ∈ Z, b ∈ Z, a+ b = 0 mod 2}.

Autrement dit, l'ensemble des points sur lesquels on peut envoyer le point 0 en utili-
sant les deux rotations r et r̃ est l'ensemble des points du plan dont les coordonnées
sont entières et de même parité.

Notons E et F les deux ensembles et montrons le résultat par double inclusion. On
a 0 ∈ Z2 et r(z) ∈ Z2 et <(0) +=(0) = 0. D'après la question précédente, pour tout



ϕ ∈ H, ϕ(0) ∈ Z2 et r(z) ∈ Z2 et <(ϕ(z)) + =(ϕ(z)) = 0 mod 2. Ainsi E ⊂ F .
Réciproquement, montrons que tous les éléments de F sont l'image de 0 par un
élément de H. On peut utiliser pour cela les translations obtenues à la question
2-a. Ces deux translations sont dans H et on comprend assez vite qu'en les compo-
sant, on peut atteindre tous les éléments de F . Plus précisément soit a + ib ∈ F .
Comme a et b ont même parité, c = a+b

2
et d = b−a

2
sont des entiers. Notons T1+i

et T−1+i les translations de vecteurs 1 + i et −1 + i. Alors T c1+iT
d
−1+i = Tz avec

z = c(1 + i) + d(−1 + i) = a+ ib. Comme H est un groupe, cette composée Ta+ib est
un élément de H et Ta+ib(0) = a + ib. Donc tout élément de F est l'image de 0 par
un élément de H. Donc F ⊂ E.
Donc E = F .

(d) Donner une façon de composer r et r̃ permettant d'envoyer le point 0 sur le point
d'a�xe 3 + i.

On utilise la seconde partie de la preuve. On considère d'abord les translations T1+i
et T−1+i ou plutôt sa bijection réciproque T1−i. Pour �amener� 0 en 3+i, il su�t de le
translater deux fois avec T1+i puis une fois avec T1−i : T1−i ◦T1+i ◦T1+i(0) = 3+ i. Or
T1+i = r̃r et T−1+i = rr̃ donc T1−i = r̃−1r−1 = r̃3r3. Donc T1−iT

2
1+i = (r̃3r3)(r̃r)2 =

r̃3r3r̃rr̃r.
Conclusion : il est possible d'amener le point 0 en 3 + i en e�ectuant 10 rotations.

(e) Bonus : décrire autant que possible les éléments du groupe H. Y a-t-il des symétries
dans H ? Quels sont les angles et les centres des rotations de H ? Quelles sont les
translations présentes dans H ?

En composant les applications z 7→ iz et z 7→ iz + 1 − i, on obtiendra toujours des
applications de la forme z 7→ εz+ δ avec ε ∈ {1, i,−1,−i} et δ ∈ C non quelconque.

Or toutes les symétries du plan s'écrivent en complexes sous la forme S(z) = αz̄ +
β (avec des restrictions sur α et β). Elles ne peuvent donc pas s'obtenir comme
composée de r et r̃. Il n'y a pas de symétrie dans H.

Toujours avec la première remarque, on peut démontrer que les rotations présentes
dans H ont nécessairement comme angle de rotation 0, π

2
, π ou −π

2
.

La question 2-c permet de décrire les translations de H. On connaît l'ensemble
des images de 0 par les éléments de H. Cela interdit la présence dans H de toute
translation envoyant 0 sur un élément qui n'est pas dans l'ensemble F de la question
2-c. Et en utilisant l'argument de la preuve, on a montré que pour tout élément de
F , il existe une translation de H envoyant 0 sur cet élément. Ainsi les translations
de H sont les translations de la forme Ta+ib avec a+ ib ∈ F .
Reste à déterminer les centres des rotations de H. Commençons par les rotations
d'angle π

2
. Si le centre d'une telle rotation est d'a�xe ω, alors la rotation est l'appli-

cation z 7→ i(z − ω) + ω. Comme l'image de 0 doit être dans F , −iω + ω ∈ F et on
peut montrer que cela implique ω ∈ Z2. Réciproquement, en composant r et r̃ avec
les translations de H, on peut �nalement montrer que toutes les rotations de centre
ω ∈ F d'angle π

2
sont dans H.

Le résultat est le même pour les rotations d'angle 3π
2
.

Pour les rotations d'angle π, le même raisonnement permet de montrer que Rω,π ∈ H
ssi ω est de la forme a

2
+ i b

2
où a et b sont des entiers de même parité.

Finalement, H est l'ensemble des translations Tω, des rotations Rω,±π
2
et des rota-

tions Rω
2
,π avec ω ∈ F .


