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Contrôle 3

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Le barême est donné à titre indicatif : 13 - 9.

Exercice 1 Calcul numérique des fonctions trigonométriques

Mis à part pour certains angles particuliers, on ne sait pas calculer explicitement les cosinus

et sinus d'un angle. Le but de cet exercice est de présenter une méthode permettant de calculer

des valeurs approchées du cosinus et du sinus d'un angle donné.

Soit θ ∈]0, π
2
[ un angle. On souhaite approcher numériquement les valeurs de cos(θ) et sin(θ).

1. Soit n ∈ N. Déterminer les réels positifs an et bn tels que le nombre complexe ωn = an+ibn
satisfait |ωn| = 1 et arg(ωn) = arctan( 1

2n
).

Nous noterons dans la suite αn = arctan( 1
2n

) et l'écriture polaire de ωn sera donc ωn = eiαn .

Nous admettrons, pour la question 5, le résultat suivant lié à l'étude de la fonction arc

tangente : ∀n ∈ N, αn

2
6 αn+1 6 αn.

2. Représenter approximativement les points d'a�xes ω0, ω1 et ω2.

3. Pour n ∈ N, notons ϕ+
n et ϕ−n les applications dé�nies pour z ∈ C par

ϕ+
n (z) = eiαnz et ϕ−n (z) = e−iαnz.

Reconnaître ces deux transformations du plan complexe.

Nous allons dé�nir récursivement une suite (zn)n∈N de nombres complexes.

Pour n ∈ N, θn désignera l'argument de zn appartenant à ]− π, π].
La suite (zn)n∈N est dé�nie de la manière suivante :
� z0 = 1 et pour tout entier n > 0 :

� si θn < θ, alors zn+1 = ϕ+
n (zn) ;

� si θn > θ, alors zn+1 = ϕ−n (zn).

4. Montrer que pour tout n ∈ N, |zn| = 1.

5. Montrer par récurrence que pour tout n > 1, |θ − θn| 6 αn−1.

6. En déduire que limn→+∞ θn = θ.

7. Soit n ∈ N. Montrer |eiθ − eiθn| = 2| sin( θ−θn
2

)|.
8. En déduire limn→∞ |eiθ − zn| = 0.

9. Pour n ∈ N, notons xn et yn les parties réelles et imaginaires de zn : zn = xn + iyn.
Quelles sont les limites des suites (xn)n∈N et (yn)n∈N ?

10. Résumer simplement la méthode d'approximation développée dans cet exercice. On pourra

s'appuyer sur des �gures.

Comment calcule-t-on les termes xn et yn ? Quelles opérations de calcul élémentaire cela

nécessite-t-il ?

L'algorithme présenté ici est l'algorithme CORDIC développé dans les années 1950. Ce

n'est pas l'algorithme le plus e�cace mais il est cependant encore utilisé dans la plupart des

calculatrices car son codage est très simple.



Exercice 2 Racines cubiques de l'élément neutre dans un groupe

Soit (G, ·) un groupe commutatif et soit f l'application dé�nie de G vers G par f(x) = x3.
On notera e l'élément neutre de G.

1. Montrer que f est un morphisme de groupe.

2. Soit x ∈ G tel que x2 = e et x3 = e. Montrer que x = e.

3. Soit x ∈ Ker(f). Montrer que x est d'ordre 1 ou 3.

4. Déterminer Ker(f) pour G = (Z/13Z)∗ muni du produit modulo 13.

5. Le nombre 557 est premier. Considérons G = (Z/557Z)∗ muni du produit modulo 557.

Montrer que Ker(f) = {1̄}.

6. On considère maintenant le groupe (S4, ◦) et on note id l'identité.

Déterminer les éléments σ ∈ S4 tels que σ
3 = id.

Indication : on doit en trouver 9.

7. L'ensemble {σ ∈ S4 | σ3 = id} est-il un sous-groupe de S4 ?

8. Que peut-on dire de l'application f : σ 7→ σ3 dans ce cas ?


