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CORRIGE DU CONTROLE 3

Mis & part pour certains angles particuliers, on ne sait pas calculer explicitement
les cosinus et sinus d'un angle. Le but de cet exercice est de présenter un algorithme permettant

de calculer des valeurs approchées du cosinus et du sinus d’un angle donné.

Soit 6 €]0, F[ un angle. On souhaite approcher numériquement les valeurs de cos(0) et sin(6).
1. Soit n € N. Déterminer les réels positifs a,, et b,, tels que le nombre complexe w,, = a,,+1b,
satisfait |w,| =1 et arg(w,) = arctan(5).
Nous noterons dans la suite o, = arctan(%n) et Pécriture polaire de w, sera donc w,, = €.

Comme 0 < 5, arctan(5~) €]0, Z[. Le nombre w, est donc de parties réelles et imaginaires
positives. Ainsi, on cherche des réels positifs a,, et b, tels que a? +b2 = 1 et Z—" = 2% Donc
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b, = 5% et en remplagant dans la premiére égalité, on obtient a’ + 72 = 1. Finalement,
" _ /1 _o-n [ 1
comme ap, et bn sont pOSltlfS7 Ay = 11220 et bn =2 I12-2n-

2. Représenter approximativement les points d’affixes wy, wy et ws.
Pour n = 0, arg(wy) = arctan(1) = 7. Donc wy = eim/4,

Pour n = 1, on obtient avec la question précédente a; = /1/(1+1/4) = /4/5 et

by = @. Notons que a; est assez proche de 1 et b; assez proche de 1/2; w; n’est pas
trés loin de e™/6.

Pour n = 2, on obtient ay = 1/1/(1 + 1/16) = 1/16/17 et by = 12/17. as est plus proche
de 1 que a; et by est plus proche de 0 que by. wo est plus proche de 1 que w;.

3. PoAur n € N, notons gp;; et ¢, les applications définies de C dans C par Vz € C, ¢ (z) =
ze' et @ (z) = ze'n,
Reconnaitre ces deux transformations du plan complexe.

On reconnait des rotations de centre O et d’angles respectifs a,, et —ay,.

Nous définissons récursivement la suite de nombres complexes (z,),en de la maniére
suivante :
— 29 = 1 et pour tout entier n > 0 :
— si arg(z,) < 6, al =} ;
g(zn) < 0, alors z,11 = ¥, (2n) ;
— si arg(zn) = 67 alors “ntl = Qpr:<zn)7

4. Montrer que pour tout n € N, |z,| = 1.

Les applications ¢ et . étant des rotations de centre O, elles préservent le module :
Vn € N, |zn41| = |zn|- Comme |z9] = |1], on déduit par récurrence que pour tout entier
n, |z, = 1.

Nous admettrons dans la suite le résultat suivant lié a 'étude de la fonction arc tangente :
Vn e N, 9 < a1 < Q.
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10.

Pour n € N, notons 6,, I'argument de z, appartenant a [—7, 7]. Montrer par récurrence
que pour tout n € N, |0 — 0,,| < a,.

Commencons par remarquer que pour tout entier n, z,,, = e+ puisqu’il est de module
1 et d’argument 6, et que 2,1 = 2, = ¢+ Donc 0,1 = 6, + a,, mod 2.
Démarrons la récurrence sur n : pour n =0, zo = 1, 6y = 0 et ap = 5. Comme 0y = 0 < 0,
21 = ¢ (20) et 01 = ap = %. Ainsi, comme 6 €]0, Z[, on a bien |0 — 6] < ap.

Supposons le résultat vrai au rang n. Montrons que |0 —6,, 41| < «,. Distinguons deux cas :
si 0, <0,z =@ (2,) et 0,01 = 0, + @, mod 27. Or, 'angle 6,, + v, appartient néces-
sairement a [—7, 7]. Donc 0,1 = 0, +0,. Par hypothése de récurrence, § —a,_1 < 6, < 0.
Donc 0 — a1+ < Opy1 < 0+ . Or 52 <y, done ay — oy > oy — 200, = —ap.
Ainsi 0 — a,, < 0,01 <O+ ay et 001 — 0] < .

Sif,>6,onab, 1 =0,—a,etd <6, <O+, et la preuve est parfaitement analogue.

En déduire que lim,, ., 0, = 6.

Pour tout n, a,, = arctan(1/2"). Donc tan(arctan(1/2")) = 55 — 0. Or tan est stricte-
ment croissante sur | — /2, 7/2[ et la seule valeur de = dans | — 7/2, 7/2[ pour laquelle
tan(z) = 0 est x = 0. On peut en déduire, en utilisant la continuité de la fonction tan
que «,, = arctan(1/2") — 0 quand n tend vers +oo. Or pour tout n, |6 — 6,,| < «,, donc
|0 —6,| — 0 et b, —0.

Soit n € N*. Montrer | — | = 2| sin(&L2)).

Ona e — e = |5 (5" — 755" )| = 2] sin(*fe).

En déduire lim,,_,o |€? — 2,| = 0.
On a montré que 0, — 0 quand n — 4o00. Donc % — 0 et comme sin(x) — Oquand

x — 0, on déduit sin(22) — 0. Ainsi [e? — €| = |¢ — 2,| — 0 quand n — +o0.

Pour n € N, notons z,, et y, les parties réelles et imaginaires de z, : z, = x,, + 1Y,.
Quelles sont les limites des suites (€, )nen €t (Yn)nen 7

On a [e — 2,| = | cos(f) +isin(0) — x,, — iy,| = \/(cos(0) — z,,)? + (sin(f) — y)2. Comme
cette suite tend vers 0, on déduit (cos(0) — z,,) — 0 et (sin(f) — y,,) — 0. Ainsi les suites
(n)n et (yn) convergent vers cos(f) et sin(6).

Résumer la méthode d’approximation développée dans cet exercice. On pourra s’appuyer
sur des figures.

Le principe de la méthode est simple : on construit une suite de points sur le cercle
trigonométrique convergeant vers €. Pour cela, on ajoute ou on retranche des angles de
plus en plus petit aux termes successifs de la suite de maniére a se rapprocher toujours
plus de la limite voulue.

Une remarque importante : les termes successifs de la suite des z, sont calculés sous
forme algébrique. Les angles «,, ont été choisis de maniére & pouvoir calculer avec des
formes algébriques explicites. Ainsi, pour tout n, Zni1 = Tpi1 + Wnyr = e =
(xn + tyn)(an £ iby,). D’aprés la question 1, les seules opérations élémentaires nécessaires
sont des multiplications, additions et calculs de racines carrées.



Remarque : algorithme présenté ici est ['algorithme CORDIC développé dans les années
1950. 11 est encore utilisé dans la plupart des calculatrices car son codage est tres simple.



Exercice 2| Racines cubiques de I’élément neutre dans un groupe

Soit (G, -) un groupe commutatif et soit f 'application définie de G vers G par f(z) = z°.

3

On notera e I’élément neutre de G.

1.

Montrer que f est un morphisme de groupe.

Soient z et y dans G. Alors f(zy) = (zy)? = zyzyry = x3y> car la loi du groupe est com-
mutative. Ainsi, pour tous x et y dans G, f(zy) = f(x)f(y). Donc f est un morphisme
de groupe.

. Soit & € G tel que 22 = e et 2% = e. Montrer que = = e.

Comme 22 = e et 2° = e, on obtient 22 = 23. On peut simplifier cette expression par x>

en composant avec =2 des deux cotés. On obtient e = .

Soit x € Ker(f). Montrer que x est d’ordre 1 ou 3.

Soit x € Ker(f). Alors, par définition du noyau, f(z) = e. Donc 23 = e. Or l'ordre de
x est le plus petit entier d tel que 2¢ = e. On peut donc affirmer que d < 3. Si d = 2,
on aurait 2° = e et 22 = e ce qui d’aprés la question précédente entraine z = e. Alors x
serait d’ordre 1 ce qui contredit d = 2. Donc d # 2 et on peut conclure que x est d’ordre
1 ou 3.

Déterminer Ker(f) pour G = (Z/13Z)* muni du produit modulo 13.

[’élément neutre de G est ici 1. Les éléments du noyau sont les solutions de 22 = 1. On
peut tester les 12 éléments de G. On trouve ainsi que Ker(f) = {1, 3,9}.

Quelques remarques : les éléments du noyau sont les racines dans G du polynéome X3 — 1.
Or comme 13 est premier, (Z/13Z,+, X) est un corps. On peut en déduire que le poly-
nome a au plus 3 racines et donc que Ker(f) a au plus 3 éléments.

D’autre part, on sait que Ker(f) est un sous-groupe de G. En particulier, 1 € Ker(f).
Et une fois qu'on a trouvé que 3 était dans le noyau, on peut déduire que 32 = 9 est
également dans le noyau.

Le nombre 557 est premier. Considérons G = (Z/557Z)* muni du produit modulo 557.
Montrer que Ker(f) = {1}.

Le noyau Ker(f) est un sous-groupe de G. En particulier, d’aprés le théoréme de La-
grange, son cardinal divise le cardinal de G. Mieux, 'ordre de tout élément de G divise le
cardinal de GG. C’est en particulier vrai pour les éléments de Ker(f) qui sont d’ordre 1 ou
3. Or G est ici de cardinal 556 qui n’est pas divisible par 3. On en déduit qu’il n’existe
pas dans G d’élément d’ordre 3. Il n’y a dans Ker(f) que des éléments d’ordre 1. Or seul
1 est d’ordre 1, donc Ker(f) = {1}.

On considére maintenant le groupe (Sy4,0) et on note id I'identiteé.
Déterminer les éléments o € &, tels que 0 = id.
Indication : on doit en trouver 9.

On cherche les permutations qui, effectuées 3 fois, donnent ’identité. On peut facilement
réaliser qu’il s’agit des permutations qui permutent circulairement 3 éléments et laissent
nécessairement le 4éme élément fixe. Démontrons-le.

Soit o telle que 0 = id. Supposons o # id. Soit alors a € {1,2, 3,4} tel que o(a) = b # a.
Notons enfin ¢ = o(b). Comme ¢® = id, on a 0°(a) = a. Or ola) = ¢%(b) = o(c). Donc



o(c) = a et comme o(a) # a on déduit a # c¢. De plus, comme o est une bijection
et o(a) = b avec a # b, on ne peut pas avoir o(b) = b. Donc b # c. Finalement la
permutation o réalise a — b — ¢ — a : elle permute ces 3 éléments circulairement.
Et nécessairement, comme o est bijective, elle laisse invariant le dernier élément. Les 8
permutations permutant 3 éléments ainsi sont :

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 3 2 41
231 4)°\2 43 1)’'\3 12 4)’\2 3 14
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
413 2)'\4213)'\1 3 42)'\1 423

On peut vérifier qu’elles vérifient toutes 0 = id. Il ne faut enfin pas oublier la 9éme
solution : o = d.

. L’ensemble {0 € &, | 0 = id} est-il un sous-groupe de &S, ?

Si cet ensemble était un sous-groupe, il satisferait le théoréme de Lagrange et son cardinal
diviserait le cardinal du groupe &,4. Or ce groupe est de cardinal 24 et ’ensemble est de
cardinal 9. Ce n’est donc pas un sous-groupe de (&4, 0).

. Que peut-on dire de I'application f : o — 0 dans ce cas?

Si f était un morphisme de groupe, son noyau serait un sous-groupe de &4. Or son noyau
serait justement ’ensemble des permutations o telles que 0® = id. Comme on a vu que ce
n’était pas un sous-groupe, on en déduit que f n’est pas un morphisme de groupe dans
ce cas. Cela ne contredit pas la premiére question car le groupe est ici non commutatif.



