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Corrigé du contrôle 3

Exercice 1 Mis à part pour certains angles particuliers, on ne sait pas calculer explicitement
les cosinus et sinus d'un angle. Le but de cet exercice est de présenter un algorithme permettant
de calculer des valeurs approchées du cosinus et du sinus d'un angle donné.

Soit θ ∈]0, π
4
[ un angle. On souhaite approcher numériquement les valeurs de cos(θ) et sin(θ).

1. Soit n ∈ N. Déterminer les réels positifs an et bn tels que le nombre complexe ωn = an+ibn
satisfait |ωn| = 1 et arg(ωn) = arctan( 1

2n
).

Nous noterons dans la suite αn = arctan( 1
2n

) et l'écriture polaire de ωn sera donc ωn = eiαn .

Comme 0 < 1
2n
, arctan( 1

2n
) ∈]0, π

2
[. Le nombre ωn est donc de parties réelles et imaginaires

positives. Ainsi, on cherche des réels positifs an et bn tels que a
2
n+b2n = 1 et bn

an
= 1

2n
. Donc

bn = an
2n

et en remplaçant dans la première égalité, on obtient a2n + a2n
22n

= 1. Finalement,

comme an et bn sont positifs, an =
√

1
1+2−2n et bn = 2−n

√
1

1+2−2n .

2. Représenter approximativement les points d'a�xes ω0, ω1 et ω2.

Pour n = 0, arg(ω0) = arctan(1) = π
4
. Donc ω0 = eiπ/4.

Pour n = 1, on obtient avec la question précédente a1 =
√

1/(1 + 1/4) =
√

4/5 et

b1 =

√
4/5

2
. Notons que a1 est assez proche de 1 et b1 assez proche de 1/2 ; ω1 n'est pas

très loin de eiπ/6.

Pour n = 2, on obtient a2 =
√

1/(1 + 1/16) =
√

16/17 et b2 =

√
16/17

4
. a2 est plus proche

de 1 que a1 et b2 est plus proche de 0 que b1. ω2 est plus proche de 1 que ω1.

3. Pour n ∈ N, notons ϕ+
n et ϕ−n les applications dé�nies de C dans C par ∀z ∈ C, ϕ+

n (z) =
zeiαn et ϕ−n (z) = ze−iαn .
Reconnaître ces deux transformations du plan complexe.

On reconnaît des rotations de centre O et d'angles respectifs αn et −αn.

Nous dé�nissons récursivement la suite de nombres complexes (zn)n∈N de la manière
suivante :
� z0 = 1 et pour tout entier n > 0 :
� si arg(zn) < θ, alors zn+1 = ϕ+

n (zn) ;
� si arg(zn) > θ, alors zn+1 = ϕ−n (zn) ;

4. Montrer que pour tout n ∈ N, |zn| = 1.

Les applications ϕ+
n et ϕ−n étant des rotations de centre O, elles préservent le module :

∀n ∈ N, |zn+1| = |zn|. Comme |z0| = |1|, on déduit par récurrence que pour tout entier
n, |zn| = 1.

Nous admettrons dans la suite le résultat suivant lié à l'étude de la fonction arc tangente :
∀n ∈ N, αn

2
6 αn+1 6 αn.



5. Pour n ∈ N, notons θn l'argument de zn appartenant à [−π
2
, π
2
]. Montrer par récurrence

que pour tout n ∈ N, |θ − θn| 6 αn.

Commençons par remarquer que pour tout entier n, zn+1 = eiθn+1 puisqu'il est de module
1 et d'argument θn+1 et que zn+1 = zne

±iαn = eiθn±αn . Donc θn+1 = θn ± αn mod 2π.
Démarrons la récurrence sur n : pour n = 0, z0 = 1, θ0 = 0 et α0 = π

4
. Comme θ0 = 0 < θ,

z1 = ϕ+
1 (z0) et θ1 = α0 = π

4
. Ainsi, comme θ ∈]0, π

4
[, on a bien |θ − θ1| 6 α0.

Supposons le résultat vrai au rang n. Montrons que |θ−θn+1| 6 αn. Distinguons deux cas :
si θn < θ, zn+1 = ϕ+

n (zn) et θn+1 = θn +αn mod 2π. Or, l'angle θn +αn appartient néces-
sairement à [−π

2
, π
2
]. Donc θn+1 = θn+αn. Par hypothèse de récurrence, θ−αn−1 6 θn < θ.

Donc θ− αn−1 + αn 6 θn+1 6 θ+ αn. Or
αn−1

2
6 αn, donc αn − αn−1 > αn − 2αn = −αn.

Ainsi θ − αn 6 θn+1 6 θ + αn et |θn+1 − θ| 6 αn.
Si θn > θ, on a θn+1 = θn−αn et θ 6 θn 6 θ+αn−1 et la preuve est parfaitement analogue.

6. En déduire que limn→+∞ θn = θ.

Pour tout n, αn = arctan(1/2n). Donc tan(arctan(1/2n)) = 1
2n
→ 0. Or tan est stricte-

ment croissante sur ] − π/2, π/2[ et la seule valeur de x dans ] − π/2, π/2[ pour laquelle
tan(x) = 0 est x = 0. On peut en déduire, en utilisant la continuité de la fonction tan
que αn = arctan(1/2n)→ 0 quand n tend vers +∞. Or pour tout n, |θ − θn| 6 αn, donc
|θ − θn| → 0 et θn → θ.

7. Soit n ∈ N∗. Montrer |eiθ − eiθn| = 2| sin( θ−θn
2

)|.

On a |eiθ − eiθn| = |ei θ+θn2 (ei
θ−θn

2 − e−i θ−θn2 )| = 2| sin( θ−θn
2

)|.

8. En déduire limn→∞ |eiθ − zn| = 0.

On a montré que θn → θ quand n → +∞. Donc θ−θn
2
→ 0 et comme sin(x) → 0quand

x→ 0, on déduit sin( θ−θn
2

)→ 0. Ainsi |eiθ − eiθn| = |eiθ − zn| → 0 quand n→ +∞.

9. Pour n ∈ N, notons xn et yn les parties réelles et imaginaires de zn : zn = xn + iyn.
Quelles sont les limites des suites (xn)n∈N et (yn)n∈N ?

On a |eiθ− zn| = | cos(θ) + i sin(θ)−xn− iyn| =
√

(cos(θ)− xn)2 + (sin(θ)− y)2. Comme
cette suite tend vers 0, on déduit (cos(θ)− xn)→ 0 et (sin(θ)− yn)→ 0. Ainsi les suites
(xn)n et (yn) convergent vers cos(θ) et sin(θ).

10. Résumer la méthode d'approximation développée dans cet exercice. On pourra s'appuyer
sur des �gures.

Le principe de la méthode est simple : on construit une suite de points sur le cercle
trigonométrique convergeant vers eiθ. Pour cela, on ajoute ou on retranche des angles de
plus en plus petit aux termes successifs de la suite de manière à se rapprocher toujours
plus de la limite voulue.
Une remarque importante : les termes successifs de la suite des zn sont calculés sous
forme algébrique. Les angles αn ont été choisis de manière à pouvoir calculer avec des
formes algébriques explicites. Ainsi, pour tout n, zn+1 = xn+1 + iyn+1 = zne

±iαn =
(xn + iyn)(an ± ibn). D'après la question 1, les seules opérations élémentaires nécessaires
sont des multiplications, additions et calculs de racines carrées.



Remarque : l'algorithme présenté ici est l'algorithme CORDIC développé dans les années

1950. Il est encore utilisé dans la plupart des calculatrices car son codage est très simple.



Exercice 2 Racines cubiques de l'élément neutre dans un groupe

Soit (G, ·) un groupe commutatif et soit f l'application dé�nie de G vers G par f(x) = x3.
On notera e l'élément neutre de G.

1. Montrer que f est un morphisme de groupe.

Soient x et y dans G. Alors f(xy) = (xy)3 = xyxyxy = x3y3 car la loi du groupe est com-
mutative. Ainsi, pour tous x et y dans G, f(xy) = f(x)f(y). Donc f est un morphisme
de groupe.

2. Soit x ∈ G tel que x2 = e et x3 = e. Montrer que x = e.

Comme x2 = e et x3 = e, on obtient x2 = x3. On peut simpli�er cette expression par x2

en composant avec x−2 des deux côtés. On obtient e = x.

3. Soit x ∈ Ker(f). Montrer que x est d'ordre 1 ou 3.

Soit x ∈ Ker(f). Alors, par dé�nition du noyau, f(x) = e. Donc x3 = e. Or l'ordre de
x est le plus petit entier d tel que xd = e. On peut donc a�rmer que d ≤ 3. Si d = 2,
on aurait x3 = e et x2 = e ce qui d'après la question précédente entraîne x = e. Alors x
serait d'ordre 1 ce qui contredit d = 2. Donc d 6= 2 et on peut conclure que x est d'ordre
1 ou 3.

4. Déterminer Ker(f) pour G = (Z/13Z)∗ muni du produit modulo 13.

L'élément neutre de G est ici 1̄. Les éléments du noyau sont les solutions de x3 = 1̄. On
peut tester les 12 éléments de G. On trouve ainsi que Ker(f) = {1̄, 3̄, 9̄}.
Quelques remarques : les éléments du noyau sont les racines dans G du polynôme X3− 1̄.
Or comme 13 est premier, (Z/13Z,+,×) est un corps. On peut en déduire que le poly-
nôme a au plus 3 racines et donc que Ker(f) a au plus 3 éléments.
D'autre part, on sait que Ker(f) est un sous-groupe de G. En particulier, 1̄ ∈ Ker(f).
Et une fois qu'on a trouvé que 3̄ était dans le noyau, on peut déduire que 3̄2 = 9̄ est
également dans le noyau.

5. Le nombre 557 est premier. Considérons G = (Z/557Z)∗ muni du produit modulo 557.
Montrer que Ker(f) = {1̄}.
Le noyau Ker(f) est un sous-groupe de G. En particulier, d'après le théorème de La-
grange, son cardinal divise le cardinal de G. Mieux, l'ordre de tout élément de G divise le
cardinal de G. C'est en particulier vrai pour les éléments de Ker(f) qui sont d'ordre 1 ou
3. Or G est ici de cardinal 556 qui n'est pas divisible par 3. On en déduit qu'il n'existe
pas dans G d'élément d'ordre 3. Il n'y a dans Ker(f) que des éléments d'ordre 1. Or seul
1̄ est d'ordre 1, donc Ker(f) = {1̄}.

6. On considère maintenant le groupe (S4, ◦) et on note id l'identité.
Déterminer les éléments σ ∈ S4 tels que σ3 = id.
Indication : on doit en trouver 9.

On cherche les permutations qui, e�ectuées 3 fois, donnent l'identité. On peut facilement
réaliser qu'il s'agit des permutations qui permutent circulairement 3 éléments et laissent
nécessairement le 4ème élément �xe. Démontrons-le.
Soit σ telle que σ3 = id. Supposons σ 6= id. Soit alors a ∈ {1, 2, 3, 4} tel que σ(a) = b 6= a.
Notons en�n c = σ(b). Comme σ3 = id, on a σ3(a) = a. Or σ(a) = σ2(b) = σ(c). Donc



σ(c) = a et comme σ(a) 6= a on déduit a 6= c. De plus, comme σ est une bijection
et σ(a) = b avec a 6= b, on ne peut pas avoir σ(b) = b. Donc b 6= c. Finalement la
permutation σ réalise a → b → c → a : elle permute ces 3 éléments circulairement.
Et nécessairement, comme σ est bijective, elle laisse invariant le dernier élément. Les 8
permutations permutant 3 éléments ainsi sont :(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
,

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
,

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
,

(
3 2 4 1
2 3 1 4

)
(

1 2 3 4
4 1 3 2

)
,

(
1 2 3 4
4 2 1 3

)
,

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
,

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
On peut véri�er qu'elles véri�ent toutes σ3 = id. Il ne faut en�n pas oublier la 9ème
solution : σ = id.

7. L'ensemble {σ ∈ S4 | σ3 = id} est-il un sous-groupe de S4 ?

Si cet ensemble était un sous-groupe, il satisferait le théorème de Lagrange et son cardinal
diviserait le cardinal du groupe S4. Or ce groupe est de cardinal 24 et l'ensemble est de
cardinal 9. Ce n'est donc pas un sous-groupe de (S4, ◦).

8. Que peut-on dire de l'application f : σ 7→ σ3 dans ce cas ?

Si f était un morphisme de groupe, son noyau serait un sous-groupe de S4. Or son noyau
serait justement l'ensemble des permutations σ telles que σ3 = id. Comme on a vu que ce
n'était pas un sous-groupe, on en déduit que f n'est pas un morphisme de groupe dans
ce cas. Cela ne contredit pas la première question car le groupe est ici non commutatif.


