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Corrigé du contrôle 3

Exercice 1 Le but de cet exercice est de déterminer et représenter les racines du polynôme

P = X4 + (8− 8i)X3 − 48iX2 − (64 + 64i)X − 60.

1. Soit ω = 2− 2i. Calculer ω2, ω3 et ω4.

On peut calculer ces puissances sous forme algébrique directement ou passer par la forme
polaire : ω = 2

√
2e−iπ/4. Ainsi ω2 = 8e−iπ/2 = −8i, ω3 = 16

√
2e−3iπ/4 = −16 − 16i et

ω4 = 64e−iπ = −64.

2. On dé�nit l'application ϕ dé�nie pour z ∈ C par ϕ(z) = e−
iπ
4 (z+ω). C'est une isométrie

du plan complexe.
Décrire ϕ géométriquement comme une composée d'isométries élémentaires. Décrire de
même sa bijection réciproque ϕ−1 et donner son expression.

ϕ est la composée de la rotation R−π/4 : z 7→ e−iπ/4z et de la translation Tω : z 7→ z + ω ;
ϕ = R−π/4 ◦ Tω. Sa bijection inverse est donc ϕ−1 = T−1

ω ◦ R−1
−π/4 = T−ω ◦ Rπ/4 ; ϕ

−1 est

la composée de la translation de vecteur −ω et de la rotation de centre 0 et d'angle π/4.
Elle est dé�nie pour z ∈ C par ϕ(z) = eiπ/4z − ω.

3. Soit z ∈ C. Montrer que z est racine de P si et seulement si [ϕ(z)]4 = 4.

Soit z ∈ C. Alors ϕ(z)4 = [e−
iπ
4 (z+ω)]4 = e−iπ(z+ω)4 = −(z4+4ωz3+6ω2z2+4ω3z+ω4).

On a calculé les puissances de ω et on reconnaît les coe�cients de P (sauf -60) : ϕ(z)4 =
−P (z) + 4. Ainsi z est racine de P ssi P (z) = 0 ssi −P (z) + 4 = 4 ssi ϕ(z)4 = 4.

4. Déterminer et représenter {Z ∈ C | Z4 = 4}.

Cet ensemble est l'ensemble des racines 4èmes de 4. Or l'écriture polaire de 4 est 4 e0.
Donc ses racines 4èmes sont les nombres de la forme zk = 4

√
4e2ikπ/4 pour k = 0, 1, 2, 3. Il

s'agit des nombres
√

2,
√

2i,−
√

2 et −
√

2i. Ce sont dans le plan les sommets d'un carré
inscrit dans le cercle de centre 0 et de rayon

√
2.

5. En déduire, à l'aide de la question 2, la représentation précise des racines de P .

On a montré P (z) = 0 ssi ϕ(z)4 = 4. D'après la question précédente, ϕ(z)4 = 4 ssi ϕ(z)
est l'un des 4 nombres zk trouvés ci-dessus. Or ϕ(z) = zk ssi z = ϕ−1(zk). On en déduit
que les racines de P sont obtenues en appliquant la transformation ϕ−1 aux points zk.
Géométriquement, on considère les 4 points zk, on les fait tourner d'un angle π/4 puis on
les translate du vecteur −ω. On trouve ainsi les 4 racines de P ; il s'agit des points −1+ i,
−1 + 3i, −3 + i et −3 + 3i.

Exercice 2 Soit p un nombre premier. Le but de cet exercice est de déterminer les racines
cubiques de 1̄ dans Z/pZ. Comme ((Z/pZ)∗,+,×) est un corps, on sait que l'équation polyno-
miale x3 = 1̄ a au plus 3 solutions dans (Z/pZ)∗.

Nous nous placerons dans le groupe ((Z/pZ)∗,×) et nous considérerons l'application

ϕ : (Z/pZ)∗ → (Z/pZ)∗

x 7→ x3.
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1. Montrer que ϕ est un morphisme de groupe.

Soient x et y dans (Z/pZ)∗. Alors ϕ(xy) = (xy)3 = x3y3 = ϕ(x)ϕ(y). Donc ϕ est un
morphisme de groupe.

2. Soit x un élément du noyau Ker(ϕ). Que peut-on dire de l'ordre de x dans le groupe ?
Montrer que le cardinal de Ker(ϕ) est 1 ou 3.

Soit x ∈ Ker(ϕ) Alors ϕ(x) = 1 où 1 est l'élément neutre du groupe. Donc x3 = 1. Or
l'ordre de x est la plus petite puissance d telle que xd = 1. On en déduit que d ≤ 3. On
peut préciser un peu plus d. Si d est d'ordre 2, alors x2 = 1. Or x3 = 1, donc x2 = x3.
En multipliant par l'inverse de x2, on obtient 1 = x. Donc x serait �nalement d'ordre 1
ce qui est contradictoire. Donc x ne peut pas être d'ordre 2 et est nécessairement d'ordre
1 ou 3.

Ker(ϕ) = {x ∈ (Z/pZ)∗ | x3 = 1} : c'est l'ensemble des racines cubiques de 1. On sait
que cette équation a au plus 3 solutions. Donc Ker(ϕ) est de cardinal inférieur à 3. S'il
n'est pas de cardinal 1, alors il possède un élément di�érent de 1. Celui-ci n'est alors pas
d'ordre 1 et est donc d'ordre 3 d'après ce qui précède. Alors 1, x et x2 sont 3 éléments
distincts de Ker(ϕ). On en déduit que Ker(ϕ) est de cardinal 3. Il est donc de cardinal 1
ou 3.

3. En déduire que si 1̄ a plusieurs racines cubiques dans (Z/pZ)∗, alors 3 divise p− 1.

Ker(ϕ) est un sous-groupe de ((Z/pZ)∗,×). D'après le théorème de Lagrange, son cardinal
divise le cardinal du groupe qui est p − 1. Si 1̄ a plusieurs racines cubiques, Ker(ϕ) a
plusieurs éléments et est donc de carinal 3 d'après la question précédente. Donc 3 divise
p− 1.

4. Démontrons la réciproque de ce résultat. On rappelle que ((Z/pZ)∗,×) est un groupe
cyclique :

∃a ∈ (Z/pZ)∗, (Z/pZ)∗ =< a >= {a, a2, a3, . . . , ap−2, ap−1}.
Supposons que 3 divise p− 1.

Montrer alors que 1̄ a trois racines cubiques dans (Z/pZ)∗.

Comme 3 divise p − 1, p−1
3

et 2(p−1)
3

sont des entiers compris entre 1 et p − 1. Alors 1̄,

a
p−1
3 et a

2(p−1)
3 sont des éléments distincts de (Z/pZ)∗. De plus (a

p−1
3 )3 = ap−1 = 1̄ (car

p − 1 est le cardinal du groupe tout entier) et (a
2(p−1)

3 )3 = a2(p−1) = (ap−1)2 = 1̄. On a
ainsi trouvé 3 racines cubiques de 1̄ distinctes.

5. Déterminer le sous-groupe engendré par 2̄ dans (Z/19Z)∗. Donner les racines cubiques de
1̄ dans (Z/19Z)∗.

On calcule les puissances de 2̄ jusqu'à ce qu'on obtienne 1̄. On réalise que 2̄ engendre le
groupe tout entier. Voilà ces puissances dans l'ordre obtenu :

< 2̄ >= {2̄, 4̄, 8̄, 1̄6, 1̄3, 7̄, 1̄4, 9̄, 1̄8, 1̄7, 1̄5, 1̄1, 3̄, 6̄, 1̄2, 5̄, 1̄0, 1̄}.

Comme 3 divise 18, 1̄ a 3 racines cubiques qui sont 1̄, 2̄6 et 2̄12, c'est-à-dire 1̄, 7̄ et 1̄1.

6. Déterminer les racines cubiques de 1̄ dans (Z/23Z)∗.

Comme 3 ne divise pas 22, 1̄ n'a qu'une seule racine cubique qui est donc 1̄.

7. (Bonus) Déterminer les racines cubiques de 8̄ dans (Z/19Z)∗. Déterminer les racines cin-
quièmes de 1̄ dans (Z/11Z)∗.
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Pour déterminer les racines cubiques de 8̄, on peut réutiliser les puissances de 2̄. Comme
8̄ = 2̄3, on cherche les nombres de la forme 2̄k tels que 2̄3k = 23. Il faut que 3k = 3 modulo
18 donc que k = 1 modulo 6. On trouve k = 1, 7 ou 13. Les racines cubiques de 8̄ sont
donc 2̄1, 2̄7 = 1̄4 et 2̄13 = 3.
On peut également voir que 2̄ est solution et comprendre que les autres racines cubiques
de 8̄ sont obtenues en multipliant 2̄ par les racines cubiques de 1̄.

Le second problème est analogue au problème traité. Comme 5 divise 11 − 1 = 10, 1̄ a
5 raciens cinquièmes. On peut montrer que 2̄ engendre tout le groupe (Z/11Z)∗ et les
racines cinquièmes sont alors 2̄2 = 4̄, 2̄4 = 5̄, 2̄6 = 9̄, 2̄8 = 3̄ et 2̄10 = 1̄.
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