STHI1, Algebre générale décembre 2013

CORRIGE DU CONTROLE 3

Le but de cet exercice est de déterminer et représenter les racines du polyndéme
P=X"4(8—8)X?—48iX? — (64 + 64i) X — 60.

1. Soit w = 2 — 2i. Calculer w?, w? et w.

On peut calculer ces puissances sous forme algébrique directement ou passer par la forme
e e — —im/d Ainat 02 — Qe—iT/2 _ _ Qi 3 _ —3ir/d _ 1@ _ 165
polaire : w = 2/2¢ . Ainsi w® = &e = —8i, w’> = 16+/2¢ = —16 — 167 et
wt = 64e”™ = —64.
2. On définit Papplication ¢ définie pour z € C par ¢(z) = e~ 7 (2 +w). Cest une isométrie
du plan complexe.
Décrire ¢ géométriquement comme une composée d’isométries élémentaires. Décrire de
méme sa bijection réciproque ¢! et donner son expression.
/4 et de la translation 7, : 2z +— 2z + w;
1
est

@ est la composée de la rotation R_; /4 : 2+ e~
¢ = R_;4 0 T,. Sa bijection inverse est donc ot =T ;1o R:;M =T 0 Ruu; ¢~
la composée de la translation de vecteur —w et de la rotation de centre 0 et d’angle 7/4.
Elle est définie pour z € C par ¢(z) = ™4z — w.

3. Soit z € C. Montrer que z est racine de P si et seulement si [p(2)]* = 4.

Soit z € C. Alors ¢(2)* = [e7 7 (z4w)|* = e ™ (24+w)* = — (2 +4wz +6w? 22+ 4wz +w?).
On a calculé les puissances de w et on reconnait les coefficients de P (sauf -60) : ¢(2)* =
—P(z) + 4. Ainsi z est racine de P ssi P(z) =0 ssi —P(z) +4 =4 ssi p(2)* = 4.

4. Déterminer et représenter {Z € C | Z* = 4}.

Cet ensemble est I’ensemble des racines 4émes de 4. Or 1’écriture polaire de 4 est 4 €°.
Donc ses racines 4émes sont les nombres de la forme z, = v/4e**7/* pour k = 0,1,2,3. 11
s’agit des nombres \/5, \/§i, —/2 et —/2i. Ce sont dans le plan les sommets d’'un carré
inscrit dans le cercle de centre 0 et de rayon v/2.

5. En déduire, a I'aide de la question 2, la représentation précise des racines de P.

On a montré P(z) = 0 ssi p(z)* = 4. D’aprés la question précédente, p(z)* = 4 ssi p(2)
est I'un des 4 nombres z; trouvés ci-dessus. Or ¢(2) = 25, ssi 2 = ¢~ !(z;). On en déduit
que les racines de P sont obtenues en appliquant la transformation ¢! aux points zy.
Géométriquement, on considére les 4 points z, on les fait tourner d’un angle 7 /4 puis on
les translate du vecteur —w. On trouve ainsi les 4 racines de P ; il s’agit des points —1+1,
-1+ 3¢, =341 et =3+ 3i.

Soit p un nombre premier. Le but de cet exercice est de déterminer les racines
cubiques de 1 dans Z/pZ. Comme ((Z/pZ)*, +, X) est un corps, on sait que 1'équation polyno-
miale 2% = 1 a au plus 3 solutions dans (Z/pZ)*.

Nous nous placerons dans le groupe ((Z/pZ)*, x) et nous considérerons I’application

v: (Z/pZ)* — (Z/pZ)
=

T 3



. Montrer que ¢ est un morphisme de groupe.
Soient z et y dans (Z/pZ)*. Alors p(xy) = (2y)® = 23y> = p(x)p(y). Donc ¢ est un
morphisme de groupe.

. Soit & un élément du noyau Ker(y). Que peut-on dire de 'ordre de = dans le groupe ?
Montrer que le cardinal de Ker(p) est 1 ou 3.

Soit x € Ker(p) Alors ¢(x) = 1 ou 1 est 'élément neutre du groupe. Donc z® = 1. Or
I'ordre de x est la plus petite puissance d telle que 2% = 1. On en déduit que d < 3. On
peut préciser un peu plus d. Si d est d’ordre 2, alors 22 = 1. Or 2% = 1, donc 22 = 2°.
En multipliant par I'inverse de z?%, on obtient 1 = z. Donc x serait finalement d’ordre 1
ce qui est contradictoire. Donc x ne peut pas étre d’ordre 2 et est nécessairement d’ordre

1 ou 3.

Ker(p) = {z € (Z/pZ)* | z* = 1} : c’est 'ensemble des racines cubiques de 1. On sait
que cette équation a au plus 3 solutions. Donc Ker(y) est de cardinal inférieur a 3. S’il
n’est pas de cardinal 1, alors il posséde un élément différent de 1. Celui-ci n’est alors pas
d’ordre 1 et est donc d’ordre 3 d’aprés ce qui préceéde. Alors 1, z et z? sont 3 éléments
distincts de Ker(¢). On en déduit que Ker(p) est de cardinal 3. Il est donc de cardinal 1
ou 3.

. En déduire que si 1 a plusieurs racines cubiques dans (Z/pZ)*, alors 3 divise p — 1.

Ker(p) est un sous-groupe de ((Z/pZ)*, x). D’aprés le théoréme de Lagrange, son cardinal
divise le cardinal du groupe qui est p — 1. Si 1 a plusieurs racines cubiques, Ker(¢) a
plusieurs éléments et est donc de carinal 3 d’apreés la question précédente. Donc 3 divise
p—1.
. Démontrons la réciproque de ce résultat. On rappelle que ((Z/pZ)*, x) est un groupe
cyclique :

Ja € (Z/pZ)*, (Z/pZ)* =< a >={a,ad*,a* ... ,a" % aP~'}.

Supposons que 3 divise p — 1.
Montrer alors que 1 a trois racines cubiques dans (Z/pZ)*.

Comme 3 divise p — 1, ”%1 et @ sont des entiers compris entre 1 et p — 1. Alors 1,
- (= - - -

a5 et a”% sont des éléments distincts de (Z/pZ)*. De plus (apTl)3 =a’ ! =1 (car

p— 1 est le cardinal du groupe tout entier) et (a” 5 )3 = a2~ = (@12 = 1. On a

ainsi trouvé 3 racines cubiques de 1 distinctes.

. Déterminer le sous-groupe engendré par 2 dans (Z/19Z)*. Donner les racines cubiques de
1 dans (Z/19Z)*.

On calcule les puissances de 2 jusqu’a ce qu’on obtienne 1. On réalise que 2 engendre le
groupe tout entier. Voila ces puissances dans 'ordre obtenu :

<2>={2,4,8,16,13,7,14,9,18,17,15,11,3,6, 12,5, 10, 1}.

Comme 3 divise 18, 1 a 3 racines cubiques qui sont 1, 2° et 2!2, ¢’est-a-dire 1, 7 et 11.

. Déterminer les racines cubiques de 1 dans (Z/23Z)*.

Comme 3 ne divise pas 22, 1 n’a qu’une seule racine cubique qui est donc 1.

. (Bonus) Déterminer les racines cubiques de 8 dans (Z/19Z)*. Déterminer les racines cin-
quié¢mes de 1 dans (Z/11Z)*.



Pour déterminer les racines cubiques de 8, on peut réutiliser les puissances de 2. Comme
8 = 23, on cherche les nombres de la forme 2% tels que 23% = 23, Il faut que 3k = 3 modulo
18 donc que k = 1 modulo 6. On trouve k = 1,7 ou 13. Les racines cubiques de 8 sont
donc 2!, 27 = 14 et 2'3 = 3.

On peut également voir que 2 est solution et comprendre que les autres racines cubiques
de 8 sont obtenues en multipliant 2 par les racines cubiques de 1.

Le second probléme est analogue au probléme traité. Comme 5 divise 11 —1 = 10, 1 a
5 raciens cinquiémes. On peut montrer que 2 engendre tout le groupe (Z/112)* et les
racines cinquiémes sont alors 22 = 4,24 = 5,26 =9, 2% = 3 et 210 = 1.



