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Contrôle 3

Les documents et la calculatrice sont interdits.
Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Le barème pour les trois parties est donné à titre indicatif : 2 - 11 - 6. Un point sera attribué
à la rédaction et la présentation.

Inversion de centre 0 de rapport 1.

On considère l'application
ϕ : C∗ 7→ C∗

z → 1
z
.

1. (a) Soit z0 = 2 + i. Représenter z0 et ϕ(z0) dans le plan complexe.

(b) Soit z ∈ C∗. Montrer que les points d'a�xes 0, z et ϕ(z) sont alignés.
Représenter ces points.

2. Soit a ∈ R∗
+ et soit Da = {a+ iy; y ∈ R}.

(a) Soit z ∈ Da. Montrer que |ϕ(z)− 1
2a
| = 1

2a
.

En déduire que l'image de Da par ϕ est incluse dans un cercle que l'on précisera.

(b) Représenter Da et ce cercle. Déterminer ϕ(Da) (on pourra utiliser la question 1.(b)).

(c) Soit z ∈ C∗ et θ ∈ R. Montrer que ϕ(eiθz) = eiθϕ(z).

Interpréter ce résultat géométriquement.

(d) En déduire la nature géométrique de l'image par ϕ d'une droite quelconque du plan
ne passant par 0.

(e) Montrer que ϕ ◦ ϕ = IdC∗ .

(f) En déduire la nature géométrique de l'image par ϕ d'un cercle passant par 0, privé
de 0.

3. (a) Montrer que ϕ est un morphisme de groupes de (C∗,×) dans lui-même.

(b) Soit S = {rei ln(r); r ∈ R∗
+}.

Montrer que S est un sous-groupe de (C∗,×). Représenter l'allure de S.

(c) Montrer que ϕ(S) est le symétrique de l'ensemble S par rapport à l'axe réel.
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