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CORRIGE DU CONTROLE 3

Inversion de centre 0 de rapport 1.

On considére 'application
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(b)
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Soit zo = 2 +i. Alors ¢(z) = 5 = 2

Cn|

Soit z € C*. Alors ¢(z) = 1 = #z. Donc ¢(z) est de la forme az o a est un réel

strictement positif. En particulier, z et ¢(z) ont méme argument et sont donc alignés
avec (.

Plus précisemment, si z est a une distance d de 'origine (i.e. |z| = d), alors p(z2)
est situé & une distance < de l'origine (car |¢(2)| = ﬁ) L’application ¢ se contente
d’inverser le module d’un nombre complexe.

Remarque : tout cela se voit bien si on écrit z sous forme polaire : ¢(re) = %eie.

2. Soit a € RY et soit D = {a +iy;y € R}
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Soit z € D. Alors
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Or z € D. Donc z = a + iy avec y € R. Donc
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Cela signifie que p(z) appartient au cercle de centre % et de rayon %

Il reste a déterminer quelle partie de ce cercle est (D). Les arguments des éléments

de D sont les angles de I'intervalle | — 7, 7[. Comme ¢ préserve les arguments, ces

angles sont aussi les arguments des points de ¢(D). Pour cela, il faut que tous les
points du cercle soient dans ¢(D) a I'exception de 0. Ainsi ¢(D) est le cercle tout

entier hormis 0.
Soit z € C* et § € R. Alors (e?2) = == = e¥ip(2).
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Si on note Ry(z) I'image de z par la rotation de centre 0 et d’angle 6, la propriété
peut s’écrire p(Ry(z)) = Ry(p(2)). Autrement dit, si on fait tourner z d’un angle 6,
son image par ¢ tourne également d’un angle 6.

Toute droite D’ du plan ne passant par 0 peut étre obtenue en faisant tourner une
droite du type D = {a +iy;y € R} (avec a bien choisi) d’un certain angle 6. Or
I'image de D par ¢ est un cercle passant par 0 (0 étant exclu). On en déduit que
I'image de D’ par ¢ est I'image de ce cercle par la rotation d’angle 6. C’est donc
encore un cercle passant par 0 (0 exclu).

On peut préciser tout cela. Il faut prendre pour a la distance de la droite D" a
Porigine. Alors ¢(D) est un cercle de rayon 5-. Et le centre est situé sur la droite
orthogonale & D’ passant par 0, & une distance % de 0.



(e)
(f)

Soit z € C* Alors o p(2) = = = z. Donc p o p = Idc-.
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Ainsi ¢ est sa propre bijection réciproque. On a vu que tout cercle passant par 0 (0
étant exclu) est 'image par ¢ d’une droite ne passant pas par 0. On en déduit que
I'image par ¢ de ce cercle est une droite ne passant pas par 0.

Soit z et 2’ dans C*. Alors
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Donc ¢ est un morphisme de groupe.

Soit S = {re'"™:r € R2 }.

Soient z = ret™) et 2/ = ') des éléments de S. Alors zz2' = rp/e!()+In0") —
rr'enm) = Rei™(®) avec R =1’ € R%. Donc 22’ € S.

1 =1e™D donc 1€ S.

Soit z = re™" € S. Alors 1 = lemih(n) = %e““(%) = Re'™R) avec R = 1 € R}
Donc % es.

Ainsi S est un sous-groupe de (C*, x). Géométriquement, S est une spirale logarith-
mique.

Notons z, = re un élément de S. Alors ¢(z,) = Lei™) = LeG) = 7, Ainsi

©(2,) est le conjugué d’un élément de S. Et p(S) = {zZ1;r e R} = {Z;2 € IS’}

On en déduit que ¢(S) est le symétrique de ’ensemble S par rapport a 'axe réel.
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