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Corrigé du contrôle 2

Exercice 1

L'ensemble des parties de E est P(E) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}. On

constate que cet ensemble a bien 8 = 23 éléments.

Comme P(E) est de cardinal 8, P(P(E)) est de cardinal 28 = 256.

Exercice 2

Soit f la fonction dé�nie par

f : R2 → R2

(x, y) 7→ (2x− 2y, x− y)

1. Montrons que f n'est pas injective : f(0, 0) = (0, 0) et f(1, 1) = (0, 0). Ainsi les couples
(0, 0) et (1, 1) sont distincts et ont la même image par f . Donc f n'est pas injective.

Montrons que f n'est pas surjective : le couple (1, 1) n'a pas d'antécédent. En e�et, s'il en

avait un, il existerait deux réels x et y tels que 2x− 2y = 1 et x− y = 1. On en déduirait

2 = 1 ce qui est absurde. Le couple (1, 1) n'est donc pas dans l'image de f et f n'est pas

surjective.

2. Soit (x, y) ∈ R2. Alorsf ◦ f(x, y) = f(2x − 2y, x − y) = (2(2x − 2y) − 2(x − y), (2x −
2y)− (x− y)) = (2x− 2y, x− y) = f(x, y). Cela étant vrai pour tout couple (x, y), on en

déduit que f ◦ f = f .

Soit E un ensemble et g ∈ F(E,E) telle que g ◦ g = g.

3. Supposons g injective. Soit x ∈ E. On sait que g(g(x)) = g(x). Donc les éléments x et

g(x) de E ont la même image par g. Or g est injective. On en déduit donc que g(x) = x.
On a bien montré que g = IdE.

4. Supposons g surjective. Soit x ∈ E. Comme g est surjective, il existe y ∈ E tel que

g(y) = x. Alors g(g(y)) = g(x). Or on sait que g(g(y)) = g(y). Donc g(y) = g(x). Comme

on a aussi g(y) = x, on obtient g(x) = x. Ainsi g = IdE.
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Exercice 3

Montrer

{(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0 et x− 2y − z = 0} = {(λ, 2λ,−3λ) | λ ∈ R}.

Remarquons déjà que ces deux ensembles sont non vides. Appelons A le premier ensemble

et B le second.

Montrons B ⊂ A.
Soit (x, y, z) ∈ B. Il existe alors un réel λ tel que (x, y, z) = (λ, 2λ,−3λ). Alors x + y + z =
λ+2λ−3λ = 0 et x−2y−z = λ−4λ+3λ = 0. Le triplet (x, y, z) véri�ant ces deux équations,

on en déduit qu'il est dans A. On a ainsi montré B ⊂ A.

Montrons A ⊂ B.

Soit (x, y, z) ∈ A. Alors x + y + z = 0 et x − 2y − z = 0. Posons λ = x ∈ R. Les deux

équations deviennent alors y + z = −λ et 2y + z = λ. On résout et on obtient y = 2λ et

z = −3λ. Ainsi (x, y, z) = (λ, 2λ,−3λ). Donc (x, y, z) ∈ B. On a ainsi montré A ⊂ B.

Par double implication, on déduit A = B.

Exercice 4

On dé�nit sur R2 la relation

(x, y)R(x′, y′) si y + x′2 = y′ + x2.

1. Montrer que R est ré�exive : soit (x, y) ∈ R2. Alors y + x2 = y + x2. Donc (x, y)R(x, y).
Donc R est ré�exive.

Montrons que R est symétrique : soient (x, y) et (x′, y′) dans R2 tels que (x, y)R(x′, y′).
Alors y + x′2 = y′ + x2. Donc y′ + x2 = y + x′2 et (x′, y′)R(x, y). Donc R est symétrique.

Montrons que R est transitive : soient (x1, y1), (x2, y2) et (x3, y3) dans R2 tels que

(x1, y1)R(x2, y2) et (x2, y2)R(x3, y3). Alors y1 + x22 = y2 + x21 et y2 + x23 = y3 + x22. Donc
y1−x21 = y2−x22 = y3−x23, puis y1+x23 = y3+x
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1. Donc (x1, y1)R(x3, y3) etR est transitive.

La relationR est donc ré�exive, symétrique et transitive. C'est une relation d'équivalence.

2. Soit (x, y) ∈ R2. On a (x, y)R(0, 0) ssi y = x2. Ainsi la classe de (0, 0) est C(0,0) =
{(x, y) | y = x2}. C'est une parabole.

3. On montre de même que la classe de (0, a) est C(0,a) = {(x, y) | y = x2 + a}. C'est encore
une parabole.

4. On remarque que pour a dans R, les classes d'équivalence obtenues ci-dessus recouvre

le plan R2 tout entier. Pour être précis, tout couple (x, y) est en relation avec le couple

(0, a) avec a = y − x2. Nous avons donc trouvé toutes les classes d'équivalence de R ; ce

sont les paraboles d'équations y = x2 + a pour a ∈ R.
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