STHI1, Algébre novembre 2022

CONTROLE 2

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
Le bareme est donné a titre indicatif : 15 - 7.

Probléme : étude d’une courbe cubique

On définit ’ensemble
A={(z,y) e R* | y* =2 + 2 et v < 0}.

La représentation de cet ensemble dans le plan est une portion de courbe (appelée cubique
car définie par une équation de degré 3). L’objectif de ce probléme est de représenter de maniére
précise cette courbe.

1. Préliminaires
(a) Factoriser I'expression X3 +2X? + X,
(b) Développer D'expression (X + 1)(X + 1)%

2. Inclusions
Soient D7 et Dy les ensembles définis par :

Di={(z,y) eR* | (z+3)°+y°< 3} et Do={(z,y) eR*|(@+2) °+y’" <&

Représenter ces deux ensembles. On prendra comme échelle : un carreau = %.
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Démontrer que A et D, sont disjoints.
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b) Démontrer que A C Dj.
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Notons P la partie de R? représentée par la zone grisée de
la figure ci-contre (ses deux bords sont inclus dedans).
Définir mathématiquement cet ensemble P.

(e) Démontrer que A C P.
Indication : si (z,y) € A, quel est le signe de x> ?

3. Paramétrisation rationnelle de la cubique

(a) Démontrer : { (z,y) eR* |y =2 +2? }={(*—1,t*—1t); teR }.
Indication : pour une partie de la preuve, on pourra poser t = 2.

(b) Nous admettons que la paramétrisation de notre ensemble A est celle obtenue ci-
dessus lorsque le paramétre ¢ varie dans [—1, 1].
Représenter, sur la méme figure, les éléments de A correspondant aux valeurs de ¢

suivantes : —1, —%, 0, % et 1.

(c) Représenter 'allure de A sur la figure en tenant compte de tout ce qui a été étudié.



Exercice : inversion dans Z/nZ et égalité de Bézout

Soient n € N* et a € Z. On dit que a est inversible modulonsi: Jb € Z, ab=1 mod n.

Ou autrement dit : @ € Z/nZ est inversible dans Z/nZ il existe b € Z/nZ tel que ab = 1.
L’élément b est alors appelé inverse de a.

1. Dans Z/10Z, les éléments 3, 4 et 7 sont-ils inversibles ?

2. Dans Z/19Z, établir le tableau de congruence @ — 7 x @ des multiples de 7 modulo 19.
Indication : on peut alléger les calculs en remarquant que chaque case du tableau peut se
déduire facilement de la précédente.

3. En déduire que 64 est inversible modulo 19 et donner son inverse.
4. En déduire une égalité de Bézout pour les entiers 64 et 19.

5. Déterminer a nouveau une égalité de Bézout pour ces deux nombres en utilisant 1’algo-
rithme d’Euclide.



