STHI1, Algébre novembre 2022

CONTROLE 2

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigourecusement justifiés.
Le baréeme est donné a titre indicatif : 15 - 7.

Probléme : étude d’une courbe cubique

On définit 'ensemble
A={(z,y) e R?* | y* =2 + 2% et v < 0}.

La représentation de cet ensemble dans le plan est une portion de courbe (appelée cubique
car définie par une équation de degré 3). L’objectif de ce probléme est de représenter de maniére
précise cette courbe.

1. Préliminaires

(a) Factoriser I'expression X3 + 2X? 4 X.

XP4+2X?+ X = X(X?+2X +1) = X(X +1)%

(b) Développer D'expression (X + 1)(X + 1)

X+DX+3)P=X+DX*+ X+ =X"+2X>+ 53X+ 1.

2. Inclusions
Soient D; et Dy les ensembles définis par :

Di={(z,y) eR* | (x+3)*+y"<;} et Do={(z,9) eR*|(x+3)+y" < g

(a) Représenter ces deux ensembles. On prendra comme échelle : un carreau = 3.

L’ensemble Dy est dans le plan le disque de centre (—3,0) de rayon 3. L’ensemble
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D, est le disque (sans bord) de centre (—2,0) de rayon 3

é.
La figure est complétée par les éléments ultérieurs. Nous montrons que la courbe A

est incluse dans le disque D; ainsi que dans la partie P du plan, mais qu’elle ne passe
pas a l'intérieur du disque D-. Elle est ainsi incluse dans la partie grisée ci-dessous.

On a ajouté dans la seconde figure les points calculés a la question 3-b ainsi que la
courbe A.



(b) Démontrer que A C Dj.

Soit (x,y) € A. Alors y*> = 23 + 22 et 2 < 0.
Alors

(r+3P+y=@+3)P+2+2? =+ 2% + o+ 1 = a(z + 1)

_|_
Or (z+1)? > 0 et 2 <0, donc z(x + 1) <0 et on conclut (z + 3)? +¢? <
Donc (z,y) € Dy. Ainsi A C D;.

Démontrer que A et D, sont disjoints.

Soit, (z,y) € A. Alors y* = 23 + 2% et < 0. Montrons que (z,y) ¢ Ds.
On a

(+2P2 4+ =@+ 4+ +a? =" +2° + 320+ 2

= +22%+ 32+ i4+ L =@+)=+3)7+ 2

Or nous avons montré que (z,y) € D; le disque de centre —% et de rayon % En
particulier, cela implique que x > —1, donc x + 1 > 0.
Comme (z + 1)* > 0, on conclut (z + 2)* +y* > 2.
En particulier, on déduit que (z,y) ¢ Ds.
Ainsi, aucun élément de A ne peut appartenir a D, : ces deux ensembles sont disjoints.

Notons P la partie de R? représentée par la zone grisée de
la figure ci-contre (ses deux bords sont inclus dedans).
Définir mathématiquement cet ensemble P.

L’ensemble P est bordé par les droites d’équations y = x et y = —x. Il est situé
au-dessus de la premiére et en-dessous de la seconde. Il est ainsi défini par

P={(z,y) eR* |z <y < —z}.
On peut le simplifier en P = {(z,y) € R* | |y| < |z| et x < 0}.

Démontrer que A C P.
Indication : si (z,y) € A, quel est le signe de 3 ?

Soit (x,y) € A. Alors y*> = 23 + 22 et 2 < 0.

Donc 22 < 0 et 2% + 22 < 22,

Ainsi y? < 2% et on en déduit |y| < |z|.

Comme 2 < 0, nous concluons bien que (z,y) € P.
Donc A C P.




3. Paramétrisation rationnelle de la cubique

(a)

Démontrer : { (z,y) eR?* |y? =2 +22 }={ (-1, —t); teR }.
Indication : pour une partie de la preuve, on pourra posert = 2.

Notons A’ le premier ensemble et B le second. Montrons B C A'.

Soit (x,y) € B. Il existe donc t € R tel que (z,y) = (t* — 1,13 — t).

Alors 22 + 22 = (2 =13+ (2 = 1)2 = 5 — 3t* + 312 — 1 + t* — 2t> + 1, donc
23+ x? =15 — 2t 4+ 2

Par ailleurs, y? = (3 — )% = 5 — 2t* + 2.

Nous constatons que y? = a® + 22

Ainsi, nous avons démontré que (x,y) € A’. Donc B C A'.

Montrons maintenant que A’ C B.

Soit (x,y) € A’. Alors y? = a3 + 2°.

Siz =0, alors y = 0 et donc (z,y) = (1> — 1,t* —t) avec t = 1 (ou —1 également).
Ainsi (0,0) est bien un élément de B.

Supposons maintenant que z # 0 et posons alors ¢t = i

Alors, comme y? = z®+22 et y = tx, on déduit (tx)? = x*+22, donc 2?(t*—x—1) = 0.
Comme z # 0, on déduit t> — 2z — 1 =0, donc z = t* — 1.

Et y =tz =1t —t. Ainsi (z,y) = (t* — 1,t3 —t) avec t € R.

Donc (z,y) € Bet A’ C B.

Par double inclusion, nous avons démontré A’ = B.

Remarque : nous aurions pu démontrer le résultat suivant plus précis :
A={ (-1, ~t);te[-1,1]}

Pour la premicre inclusion, il aurait fallu préciser que puisque t € [—1,1], * —1 <0,
donc x est bien négatif.

Pour la seconde inclusion, apres avoir posé t = 2 il aurait fallu justifier que t €
[—1,1]. cela est une conséquence de la question 2-e : comme (x,y) € A, il est dans
P et par conséquent |y| < |z|; on en déduit que t € [—1,1].

Nous admettons que la paramétrisation de notre ensemble A est celle obtenue ci-
dessus lorsque le paramétre ¢ varie dans [—1, 1].
Représenter, sur la méme figure, les éléments de A correspondant aux valeurs de ¢

suivantes : —1, —%, 0, % et 1.

Pour t = —1, on obtient le point de coordonnées :
(=1 = (=1), (=1)° = (=1)) = (0,0).
Pour t = —5 : (—3,2).

Pour t =
Pour t =1:(0,0). La courbe se referme.
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Pour t =0: (—1,0).
1 3
2

Représenter I'allure de A sur la figure en tenant compte de tout ce qui a été étudié.

Nous savons que A est représenté par une courbe située a l'intérieur du disque D,
et de P, mais a l'extérieur du disque D,. Les quelques points placés permettent
d’imaginer I'allure générale de la courbe.



Exercice : inversion dans Z/nZ et égalité de Bézout

Soient n € N* et a € Z. On dit que a est inversible modulonsi: Jb € Z, ab=1 mod n.

Ou autrement dit : @ € Z/nZ est inversible dans Z/nZ il existe b € Z/nZ tel que ab = 1.
L’élément b est alors appelé inverse de a.

1. Dans Z/10Z, les éléments 3, 4 et 7 sont-ils inversibles ?

Aprés tatonnement, on constate que dans Z/10Z, 3 x 7= 21 = 1. Donc 3 est inversible
et son inverse est 7. De méme, 7 est inversible et son inverse est 3.

En revanche, on ne trouve pas d’inverse pour 4. Démontrons qu’il n’est pas inversible.
On pourrait faire un tableau de congruence de toutes les valeurs possibles de 4 x b et
constater que le résultat n’est jamais égal a 1.

Nous proposons un attre raisonnement. Supposons par I'absurde qu’il existe b dans
Z/10Z tel que 4 x b = 1. Alors par définition des congruences, il existe un entier k tel
que 4b = 1+ 10k. Donc 1 = 10k — 4b = 2(5k — 2b). Donc 1 est un nombre impair ce qui
est absurde.

Il n’existe donc pas d’inverse pour 4 dans Z/10Z.

2. Dans Z/19Z, établir le tableau de congruence a +— 7 x @ des multiples de 7 modulo 19.
Indication : on peut alléger les calculs en remarquant que chaque case du tableau peut se
déduire facilement de la précédente.

Voici le tableau. Chaque case s’obtient en ajoutant 7 & la précédente et en réduisant le
résultat modulo 19.

a |0|1|2[3[4]5 |67 ]|8|9]|10|11]12|13|14|15]16 1¢
Ta |0 7|14]2]|9|16 4|11 |18|6|13| 1 |8 |15| 3 |10 17 5 12
On remarque que 7 x 11 = 1, donc 7 est inversible dans Z/19Z et son inverse est 11

3. En déduire que 64 est inversible modulo 19 et donner son inverse.

64 =3 x 19+ 7, donc 64 = 7 mod 19. Donc 64 = 7. Comme 7 est inversible, 64 1est
également et son inverse est 11.

4. En déduire une égalité de Bézout pour les entiers 64 et 19.

Ainsi 64 x 11 =1 mod 19, autrement dit, il existe un entier k tel que 64 x 11 = 1+ 19k.
Donc 64 x 11 — 19k = 1, on reconnait une égalité de Bézout !

Calculons : 64 x 11 = 704 et 64 x 11 —1 = 703 est bien un multiple de 19 : 703 = 37 x 19.
Conclusion : 64 x 11 — 19 x 37 = 1.

5. Déterminer a nouveau une égalité de Bézout pour ces deux nombres en utilisant 1’algo-
rithme d’Euclide.

Divisons 64 par 19 : 64 =3 x 194 7. Donc 7 =64 — 3 x 19.
Divisons 19 par 7: 19 =2x74+5. Donc 5 =19 -2 x7=7x 19 — 2 x 64.



Divisons 7 par 5: 7=5+2. Donc2=7—-5=3 x 64 — 10 x 19.
Divisons b par 2 : 5 =2 x 2+ 1. Donc 1 =5 — 2 x 2 et finalement :

1=27x%x19 —8 x 64.

Ce n’est pas la méme égalité de Bézout que la précédente, ce qui n’a rien d’anormal.
Avec la méthode précédente, nous aurions obtenu cette derniére égalité si nous avions
considéré que l'inverse de 64 modulo 19 est —8 (qui est bien égal & 11 modulo 19).



