
STH1, Algèbre générale novembre 2017

Contrôle 2

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h20.
Le barème est donné à titre indicatif : 6 - 9 - 6.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 : équation linéaire d'entiers

On considère les parties de Z2 suivantes :

A = { (u, v) ∈ Z2 | 19u+ 8v = 0 } et B = { (8k,−19k) ∈ Z2 ; k ∈ Z }.

1. Démontrer que A = B.

2. Trouver un couple (u0, v0) ∈ Z2 tel que 19u0 + 8v0 = 1.

3. Soit (u1, v1) ∈ Z2. Démontrer l'équivalence suivante.

19u1 + 8v1 = 1 ⇔ (u1 − u0, v1 − v0) ∈ A.

4. Déduire des questions précédentes une représentation paramétrique de l'ensemble

{ (u, v) ∈ Z2 | 19u+ 8v = 1 }.

Remarque : cet exercice s'intéresse à une équation linéaire. Comme pour un grand nombre
de problèmes de nature linéaire, la méthode de résolution est la suivante : on résout l'équation
homogène associée (question 1), on trouve une solution particulière de l'équation (question 2),
et on conclut que toute solution de l'équation est la somme de la solution particulière et d'une
solution de l'équation homogène (question 4).



Exercice 2 : paramétrisation d'un mécanisme

On considère un automate formé de deux bras mécaniques : l'un de

longueur 2 est �xé en l'origine, l'autre de longueur 1 est articulé au

premier. Les deux peuvent tourner librement dans le plan.

On s'intéresse à la position de l'extrémité du second bras. En s'ap-

puyant sur la �gure, cette position est décrite en fonction des angles

θ1 et θ2 par la fonction

•

•

•

θ1

θ2

f(θ1, θ2)
C

f : R2 → C
(θ1, θ2) 7→ 2eiθ1 + ei(θ1+θ2)

Dans tout l'exercice, on pourra s'appuyer sur des arguments géométriques accompagnés de
�gures pour justi�er ses réponses.

1. Si l'extrémité de l'automate est située en un certain point P du plan, comment retrouver

géométriquement la position globale possible de l'automate ?

Sous quelle condition sur P cette construction géométrique est-elle possible ?

2. Déterminer l'ensemble image I = f(R2) de f et le représenter dans le plan complexe.

3. Soit z ∈ C. Combien a-t-il d'antécédents par l'application f ? On distinguera plusieurs

cas.

4. L'application f est-elle injective ? Est-elle surjective ?

5. Représenter, sans justi�cation, l'ensemble f([0, π
2
]×R).

6. Donner, sans justi�cation, une partie A de R2 telle que l'application f dé�nisse une

bijection de A vers I.

Exercice 3 : résolution dans plusieurs ensembles de nombres

On s'intéresse à l'équation (E) : 3x3 + 8x2 = 1.

1. Résoudre cette équation dans Z/3Z et dans Z/8Z.

2. En déduire l'ensemble des solutions de l'équation (E) dans Z.

3. Cherchons désormais les solutions rationnelles de l'équation. Posons r = p
q
∈ Q où p et

q sont des nombres entiers premiers entre eux.

En supposant que r est solution de (E), obtenir des conditions sur p et q puis en déduire

l'ensemble des solutions rationnelles de (E).

4. En déduire que l'on peut factoriser le polynôme P = 3x3 + 8x2 − 1 sous la forme

P = (3x − 1)(x2 + ax + b) où a et b sont des nombres à déterminer. Conclure en�n en

calculant l'ensemble des solutions réelles et complexes de l'équation (E).


