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CORRIGE DU CONTROLE 2

Le bareme est donné a titre indicatif : 4 - 4 - 7 - 6.

Soit f I'application définie par f+ R - R
T

€1+cos(x2)'
1. La fonction f est-elle injective ? Est-elle surjective 7 Justifier.

La fonction n’est pas injective. En effet, on a par exemple f(1) = f(—1) (a4 cause du
terme z%)).

Elle n’est pas non plus surjective. D’aprés les propriétés de la fonction exponentielle, on
aVr € R, f(x) > 0. En particulier la valeur 0 n’est pas une valeur atteinte par la fonction.

2. Donner, sans justification, I'image f(R) de cette application.

f(R) = [1,¢€?]. Pour le voir, décomposons la fonction f. La fonction z — 22 a pour image
[0, +oo[. L’image de cet intervalle par la fonction cos est [—1,1]. Donc x — 1 + cos(z?)

a pour image Uintervalle [0,2]. Et enfin I'image de cet intervalle par la fonction exp est
1, €.

Notons I I'ensemble des entiers positifs impairs et Z* l’ensemble des entiers
strictement négatifs.

1. Montrer que I'application g : I — Z* par g(n) = — %t

5 est une bijection.

Montrons que g est injective. Soient n et m dans I tels que g(n) = g(m). Alors — 2 = — 1t
et on en déduit directement n = m. Donc g est injective.
Montrons que g est surjective. Soit a € Z*. Posons n = —2a — 1 (obtenu aprés un travail

au brouillon). Comme a est un entier strictement négatif, n est bien un entier positif et il est
clairement impair. Donc n €1. Enfin g(n) = —=2211 = . Ainsi tout ¢lément de Z* posséde
un antécédent : g est surjective.

On peut conclure que g est bijective.

Pour démontrer ce résultat, on aurait pu aussi simplement exhiber la bijection réciproque de
g. 11 s’agit de I'application a — —2a — 1. Tl faut bien vérifier que c’est la réciproque de g (voir
preuve suivante).

On peut prolonger la fonction g en une fonction g : N +— Z par

si n est pair
si n est impair

Vn € N, g(n):{ zn_ﬂ
2

C’est encore une bijection.
2. Déterminer la bijection réciproque de g.

Posons h : Z — N définie par Va € Z, h(a) = —2a — 1 si a < 0 et h(a) = 2a si
a > 0. Montrons que h est la bijection réciproque de g. Soit a € Z. Si a < 0, alors g(h(a)) =



g(—2a—1)=—=2 = 4. Sia >0, §g(h(a)) = §g(2a) = 2 = 1. Donc o h = Idy.
De méme, soit n € N. Si n est pair, h(g(n)) = h(n/2) = 25 = n et si n est impair, h(g(n)) =
h(—"H) = —2(=2) — 1 =n. Donc ho g = Idy. Ainsi h = g 1.

On définit les parties de R? suivantes

A={(z,y) eR*|0< 2 <3et 0<y<6-22} et B={(1+cos(d),1+sin(d)); 0 € [0,2x]}.

1.

Représenter dans le plan les ensembles A et B (sans justification).

A est le triangle plein de sommets (0,0), (3,0) et (0,6). B est le cercle (pas le disque!) de
centre (1,1) et de rayon 1.

Démontrer que B C A.

Soit (x,y) un élément de B. On peut 'écrire sous la forme (z,y) = (1 + cos 6,1 + sin0)
avec 6 € [0,27]. Comme cosf > —1 et sinf > —1,onax > 0 et y > 0. De plus, cosf < 1
et sinf < 1, donc 2z +y < 2(1+1)+ (14 1) =6. Donc y < 6 — 2z. Ainsi (z,y) vérifie
les trois inégalités définissant A. Donc (z,y) € A et B C A.

Soit C' la partie du plan représentée ci-contre.
(Les bords du domaine sont inclus dans C.)
Définir mathématiquement cet ensemble.

C={(z,y) |0<z<2et 2+ <y <3}

Démontrer que C' n’est pas inclus dans A et que B et C'
sont disjoints.

Montrons que C' n’est pas inclus dans A. Pour cela trouvons un élément de C' qui n’est
pas dans A. Soit (z,y) = (2,3). On a bien 0 <z < 2et 2+ 5 <y < 3 donc (z,y) € C.
Or 6 — 2z =2 < ydonc (z,y) ¢ A.

Montrons que B et C' sont disjoints. Tout élément (x,y) de C sauf (0,2) vérifie y > 2 et
tout élément (x,y) de B sauf (1,2) vérifie y < 2. Il n’y a donc pas d’élément commun a
Bet C.
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Exercice 4

1. Donner la liste des valeurs de 2" + n modulo 5 pour n entier variant de 1 a 20. Pour

quelles valeurs le résultat est-il nul 7

n 012345678910 11 12|13 14 |15|16 |17 |18|19] 20
nmodb |0 |1|2[3[|4]0/1|2(3]4]0 (1|2 |3]|4]0|1]2]3]4]0
2n 1121413112 }4|3(1{2}4 3124 |3|1]2]4]3]|1
2"4+mn | 1(3|1(1|0}2|0(0(4|1]| 4|4 ]3]0 3 3|2 |4]2]|2]|1

Les solutions sont n = 4,6,7 et 13.

. Soient a et k des entiers positifs et b = a + 20k. Montrer que 2° + b = 2% + a modulo 5.

Dans Z/5Z, on a 2° +b = 20720k 4 q 4+ 20k = 2¢(24)%% + a + 5 x (4k) = 291°% +a = 27 +a.
. En déduire ’ensemble de tous les entiers naturels n pour lesquels 5 divise 2" + n.

Pour tout entier b, on peut écrire la division euclidienne de b par 20 : b = 20k + a avec
0 < a < 20. Et on a montré que 2° 4+ b = 2% 4 a. Ainsi la valeur de 2° 4+ b modulo 5 se
lit dans le tableau précédent. Et les entiers b pour lesquels 5 divise 2° + b sont ceux pour
lesquels a est aussi solution. Donc les solutions n sont les entiers de la forme 4 + 20k,
6 + 20k, 74 20k et 13 + 20k avec k € N.

. Sans donner de justifications, déterminer I’ensemble des entiers naturels n pour lesquels
3 divise 2" + n.

Regardons le tableau précédent. Les valeurs de n modulo 5 se répétent selon un cycle de
longueur 5. On remarque que les valeurs de 2" se répétent avec un cycle de longueur 4.
C’est pour cette raison que les valeurs de 2" + n se répétent avec un cycle de longueur
5 x 4 =20.

Si on commence a dresser le tableau modulo 3, on obtient un cycle de longueur 3 pour les
valeurs de n et un cycle de longueur 2 pour les valeurs de 2". Ainsi les valeurs de 2" +n ne
dépendent que de la valeur de n modulo 6. On trouve que n = 2 et n = 3 sont solutions.
Et I'ensemble des solutions est ’ensemble des nombres de la forme 2 + 6k et 3 + 6k avec
k e N.




