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Corrigé du contrôle 2

Le barème est donné à titre indicatif : 4 - 4 - 7 - 6.

Exercice 1 Soit f l'application dé�nie par f : R → R

x 7→ e1+cos(x2).

1. La fonction f est-elle injective ? Est-elle surjective ? Justi�er.

La fonction n'est pas injective. En e�et, on a par exemple f(1) = f(−1) (à cause du
terme x2)).
Elle n'est pas non plus surjective. D'après les propriétés de la fonction exponentielle, on
a ∀x ∈ R, f(x) > 0. En particulier la valeur 0 n'est pas une valeur atteinte par la fonction.

2. Donner, sans justi�cation, l'image f(R) de cette application.

f(R) = [1, e2]. Pour le voir, décomposons la fonction f . La fonction x 7→ x2 a pour image
[0,+∞[. L'image de cet intervalle par la fonction cos est [−1, 1]. Donc x 7→ 1 + cos(x2)
a pour image l'intervalle [0, 2]. Et en�n l'image de cet intervalle par la fonction exp est
[1, e2].

Exercice 2 Notons I l'ensemble des entiers positifs impairs et Z∗
− l'ensemble des entiers

strictement négatifs.
1. Montrer que l'application g : I 7→ Z∗

− par g(n) = −n+1
2

est une bijection.

Montrons que g est injective. Soient n etm dans I tels que g(n) = g(m). Alors−n+1
2

= −m+1
2

et on en déduit directement n = m. Donc g est injective.
Montrons que g est surjective. Soit a ∈ Z∗

−. Posons n = −2a − 1 (obtenu après un travail
au brouillon). Comme a est un entier strictement négatif, n est bien un entier positif et il est
clairement impair. Donc n ∈I. En�n g(n) = −−2a−1+1

2
= a. Ainsi tout élément de Z∗

− possède
un antécédent : g est surjective.
On peut conclure que g est bijective.
Pour démontrer ce résultat, on aurait pu aussi simplement exhiber la bijection réciproque de
g. Il s'agit de l'application a 7→ −2a− 1. Il faut bien véri�er que c'est la réciproque de g (voir
preuve suivante).

On peut prolonger la fonction g en une fonction g̃ : N 7→ Z par

∀n ∈ N, g̃(n) =

{
n
2

si n est pair
−n+1

2
si n est impair

C'est encore une bijection.
2. Déterminer la bijection réciproque de g̃.

Posons h : Z → N dé�nie par ∀a ∈ Z, h(a) = −2a − 1 si a < 0 et h(a) = 2a si
a > 0. Montrons que h est la bijection réciproque de g̃. Soit a ∈ Z. Si a < 0, alors g̃(h(a)) =



g̃(−2a− 1) = −−2a−1+1
2

= a. Si a > 0, g̃(h(a)) = g̃(2a) = 2a
2
= 1. Donc g̃ ◦ h = IdZ.

De même, soit n ∈ N. Si n est pair, h(g̃(n)) = h(n/2) = 2n
2
= n et si n est impair, h(g̃(n)) =

h(−n+1
2
) = −2(−n+1

2
)− 1 = n. Donc h ◦ g̃ = IdN. Ainsi h = g̃−1.

Exercice 3 On dé�nit les parties de R2 suivantes

A = {(x, y) ∈ R2 | 0 6 x 6 3 et 0 6 y 6 6−2x} et B = {(1+cos(θ), 1+sin(θ)) ; θ ∈ [0, 2π]}.

1. Représenter dans le plan les ensembles A et B (sans justi�cation).

A est le triangle plein de sommets (0, 0), (3, 0) et (0, 6). B est le cercle (pas le disque !) de
centre (1, 1) et de rayon 1.

2. Démontrer que B ⊂ A.

Soit (x, y) un élément de B. On peut l'écrire sous la forme (x, y) = (1 + cos θ, 1 + sin θ)
avec θ ∈ [0, 2π]. Comme cos θ > −1 et sin θ > −1, on a x > 0 et y > 0. De plus, cos θ 6 1
et sin θ 6 1, donc 2x + y 6 2(1 + 1) + (1 + 1) = 6. Donc y 6 6 − 2x. Ainsi (x, y) véri�e
les trois inégalités dé�nissant A. Donc (x, y) ∈ A et B ⊂ A.

3. Soit C la partie du plan représentée ci-contre.
(Les bords du domaine sont inclus dans C.)
Dé�nir mathématiquement cet ensemble.

C = {(x, y) | 0 6 x 6 2 et 2 + x
2
6 y 6 3}.

4. Démontrer que C n'est pas inclus dans A et que B et C
sont disjoints.

Montrons que C n'est pas inclus dans A. Pour cela trouvons un élément de C qui n'est
pas dans A. Soit (x, y) = (2, 3). On a bien 0 6 x 6 2 et 2 + x

2
6 y 6 3 donc (x, y) ∈ C.

Or 6− 2x = 2 < y donc (x, y) /∈ A.
Montrons que B et C sont disjoints. Tout élément (x, y) de C sauf (0, 2) véri�e y > 2 et
tout élément (x, y) de B sauf (1, 2) véri�e y < 2. Il n'y a donc pas d'élément commun à
B et C.
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Exercice 4

1. Donner la liste des valeurs de 2n + n modulo 5 pour n entier variant de 1 à 20. Pour
quelles valeurs le résultat est-il nul ?

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n mod 5 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0

2n 1 2 4 3 1 2 4 3 1 2 4 3 1 2 4 3 1 2 4 3 1
2n + n 1 3 1 1 0 2 0 0 4 1 4 4 3 0 3 3 2 4 2 2 1

Les solutions sont n = 4, 6, 7 et 13.

2. Soient a et k des entiers positifs et b = a+ 20k. Montrer que 2b + b = 2a + a modulo 5.

Dans Z/5Z, on a 2b+ b = 2a+20k+a+20k = 2a(24)5k+a+5× (4k) = 2a15k+a = 2a+a.

3. En déduire l'ensemble de tous les entiers naturels n pour lesquels 5 divise 2n + n.

Pour tout entier b, on peut écrire la division euclidienne de b par 20 : b = 20k + a avec
0 6 a < 20. Et on a montré que 2b + b = 2a + a. Ainsi la valeur de 2b + b modulo 5 se
lit dans le tableau précédent. Et les entiers b pour lesquels 5 divise 2b + b sont ceux pour
lesquels a est aussi solution. Donc les solutions n sont les entiers de la forme 4 + 20k,
6 + 20k, 7 + 20k et 13 + 20k avec k ∈ N.

4. Sans donner de justi�cations, déterminer l'ensemble des entiers naturels n pour lesquels
3 divise 2n + n.

Regardons le tableau précédent. Les valeurs de n modulo 5 se répètent selon un cycle de
longueur 5. On remarque que les valeurs de 2n se répètent avec un cycle de longueur 4.
C'est pour cette raison que les valeurs de 2n + n se répètent avec un cycle de longueur
5× 4 = 20.
Si on commence à dresser le tableau modulo 3, on obtient un cycle de longueur 3 pour les
valeurs de n et un cycle de longueur 2 pour les valeurs de 2n. Ainsi les valeurs de 2n+n ne
dépendent que de la valeur de n modulo 6. On trouve que n = 2 et n = 3 sont solutions.
Et l'ensemble des solutions est l'ensemble des nombres de la forme 2 + 6k et 3 + 6k avec
k ∈ N.


