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Contrôle 2

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Le barême est donné à titre indicatif : 8 - 6 - 6.

Exercice 1

Soit f une fonction dé�nie de R+ vers R+.

1. Dé�nir les propositions suivantes :

� f est bornée. � � f n'est pas bornée. �

On considère dans la suite les fonctions

g : R+ → R+ h : R+ → R+

x 7→ (x− 1)2 x 7→ 1
ex+1

2. Les fonctions g et h sont-elles bornées ?

3. Les fonctions g et h sont-elles injectives ?

4. Les fonctions g et h sont-elles surjectives ?

5. L'application h dé�nit une bijection de R+ vers son image I. Donner, sans justi�cation,
l'ensemble I et l'expression de la bijection réciproque h−1 de h sur ces ensembles.

Exercice 2 Soient A et B les parties de R2 dé�nies par

A =
{
(2 cos(θ), sin(θ)) ∈ R2; θ ∈ R

}
, B =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2
4
− 2 ≤ y ≤ 3

2
− x

2

}
.

1. Montrer ∀θ ∈ R, cos(θ) + sin(θ) ≤
√
2. Indication : considérer (cos θ + sin θ)2.

2. Démontrer que A est inclus dans B.

3. Représenter graphiquement les ensembles A et B. On précise que A est une ellipse.

4. Bonus : donner, sans justi�cation, l'équation cartésienne permettant de dé�nir implicite-

ment l'ensemble A.

Exercice 3 Le but de cet exercice est d'établir un critère de divisibilité par 7.

1. Pour tout i ∈ N, déterminer l'entier ai compris entre 0 et 6 tel que 10i ≡ ai mod 7.

2. Soit m un entier naturel. On note mi le i-ème chi�re de son écriture décimale :

m =
∑N

i=0mi10
i où N + 1 est le nombre de chi�res de m.

Par exemple, m0 est le chi�re des unités de m, m1 celui des dizaines.

Montrer que 7 divise m si et seulement si 7 divise
∑N

i=0 aimi.

3. En utilisant ce critère, véri�er si les entiers 378 et 666 666 666 666 666 666 sont divisibles

par 7.

4. Déterminer les puissances de 2 modulo 7 et établir un critère de divisibilité par 7 pour

les nombres écrits en base 2.

Le nombre qui s'écrit 101010101 en base 2 est-il divisible par 7 ?


