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Corrigé du contrôle 2

Exercice 1

Soit f une fonction dé�nie de R+ vers R+.

1. Dé�nir les propositions suivantes :
� f est bornée. � : ∃M ∈ R,∀x ∈ R+, |f(x)| ≤M .
� f n'est pas bornée. � : ∀M ∈ R,∃x ∈ R+, |f(x)| > M . C'est la négation de la proposi-
tion précédente.

On considère dans la suite les fonctions

g : R+ → R+ h : R+ → R+

x 7→ (x− 1)2 x 7→ 1
ex+1

2. Les fonctions g et h sont-elles bornées ?
g n'est pas bornée : soit M ∈ R. Soit x = |M | + 2 ∈ R+. Alors g(x) = (|M | + 1)2, donc
g(x) ≥ |M |+ 1 > M . Cela étant vrai pour tout M , la fonction g n'est pas bornée.

h est bornée. Soit x ∈ R+. On a ex ≥ 1. Donc ex + 1 ≥ 2 et 0 < 1
ex+1

≤ 1
2
. Ainsi, pour

tout réel positif x, 0 < h(x) ≤ 1
2
(ou encore, |h(x)| ≤ 1

2
). La fonction h est donc bornée

en module par 1
2
.

3. Les fonctions g et h sont-elles injectives ?
g n'est pas injective : g(0) = 1 et g(2) = 1. 0 et 2 sont deux réels positifs distincts ayant
la même image par g ; g n'est donc pas injective.

h est injective : soient x et y dans R+ tels que h(x) = h(y). Montrons que x = y.
On a 1

ex+1
= 1

ey+1
. Donc ex + 1 = ey + 1. Donc ex = ey et en appliquant ln on obtient

x = y. La fonction h est bien injective.
Autre démonstration possible : la fonction exponentielle est strictement croissante. On
peut en déduire que h est strictement décroissante. En particulier, h est injective.

4. Les fonctions g et h sont-elles surjectives ?
g est surjective. Soit y ∈ R+. On veut montrer que y est l'image par g d'un certain réel
positif x. Posons x = 1 +

√
y. (Remarques : x est bien dé�ni car y ≥ 0. Il a été déterminé

grâce à un travail d'analyse préalable.) Alors x ∈ R+ et g(x) = (x− 1)2 =
√
y2 = y. Tout

réel positif y est donc dans l'image de g : g est surjective.
Autre démonstration possible : g(1) = 0, limx→+∞ g(x) = +∞ et g est une fonction
continue. D'après le théorème des valeurs intermédiaires, ∀y ∈ [0,+∞[, ∃x ∈ [1,+∞[,
g(x) = y. Donc g est bien surjective.

h n'est pas surjective : on a montré ∀x ∈ R+, h(x) < 1. On en déduit en particulier
∀x ∈ R+, h(x) 6= 2. Donc 2 n'est pas dans l'image de h et h n'est donc pas surjective.



5. L'application h dé�nit une bijection de R+ vers son image I. Donner, sans justi�cation,
l'ensemble I et l'expression de la bijection réciproque h−1 de h sur ces ensembles.

La fonction h dé�nit une bijection de R+ vers ]0, 1
2
] et sa bijection réciproque est l'appli-

cation
h−1 : ]0, 1

2
] → R+

x 7→ ln( 1
x
− 1)

.

Exercice 2 Soient A et B les parties de R2 dé�nies par

A =
{

(2 cos(θ), sin(θ)) ∈ R2; θ ∈ R
}
, B =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2
4
− 2 ≤ y ≤ 3

2
− x

2

}
.

1. Montrer ∀θ ∈ R, cos(θ) + sin(θ) ≤
√

2. Indication : considérer (cos θ + sin θ)2.

Soit θ ∈ R. On a (cos θ+ sin θ)2 = cos2 θ+ 2 cos θ sin θ+ sin2 θ = 1 + sin(2θ). La fonction
sinus est majorée par 1. Ainsi (cos θ + sin θ)2 ≤ 2 et donc −

√
2 ≤ cos θ + sin θ ≤

√
2.

2. Démontrer que A est inclus dans B.

Soit (x, y) un élément de A. On peut l'écrire sous la forme (x, y) = (2 cos θ, sin θ) avec
θ ∈ R. Montrons que (x, y) ∈ B.
Il faut pour cela montrer que x et y satisfont les inégalités dé�nissant B. On a x2

4
− 2 =

cos2 θ − 2 ≤ −1. D'autre part y = sin θ ≥ −1. Ainsi x2

4
− 2 ≤ y.

D'autre part x
2

+ y = cos θ + sin θ ≤
√

2 d'après la question précédente. Or
√

2 < 3
2
(car

2 < 9
4
), donc x

2
+ y < 3

2
et ainsi y ≤ 3

2
− x

2
.

On a ainsi démontré qu'un élément quelconque (x, y) de A véri�ait x2

4
− 2 ≤ y ≤ 3

2
− x

2
.

Donc tout élément de A est aussi dans B : A ⊂ B.

3. Représenter graphiquement les ensembles A et B. On précise que A est une ellipse.
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4. Bonus : donner, sans justi�cation, l'équation cartésienne permettant de dé�nir implicite-
ment l'ensemble A.



Une ellipse est un cercle déformé. L'équation cartésienne dé�nissant une ellipse est très
proche d'une équation de cercle. Celle de A est x2 +4y2 = 4. On peut écrire A = {(x, y) ∈
R2 | x2 + 4y2 = 4}.
(Démonstration rapide : on remarque qu'on a bien pour tout θ, (2 cos θ)2 + 4 sin2 θ = 4.
Donc tout élément de A véri�e l'équation proposée. Réciproquement, si x2+4y2 = 4, alors
(x/2)2 + y2 = 1. On a démontré en cours qu'on pouvait en déduire qu'il existe un réel θ
tel que x/2 = cos θ et y = sin θ. Ainsi, tout couple véri�ant l'équation est un élément de
A. Le résultat est démontré par double inclusion.)



Exercice 3 Le but de cet exercice est d'établir un critère de divisibilité par 7.

1. Soit i ∈ N. Déterminer l'entier ai compris entre 0 et 6 tel que 10i ≡ ai mod 7.

On travaille dans Z/7Z : 1̄0
0

= 1̄, 1̄0
1

= 3̄, 1̄0
2

= 3̄0 = 2̄, 1̄0
3

= 2̄0 = 6̄, 1̄0
4

= 6̄0 = 4̄,
1̄0

5
= 4̄0 = 5̄ et 1̄0

6
= 5̄0 = 1̄. on constate qu'on retrouve la première valeur calcu-

lée. Les valeurs successives de 1̄0
i
vont alors se répéter de manière cyclique dans l'ordre

1− 3− 2− 6− 4− 5.
Ainsi la valeur de ai dépend de la valeur de i modulo 6. Si i = 0 mod 6, alors ai = 1, si
i = 1 mod 6, alors ai = 3, etc.

2. Soit m un entier naturel. On note mi le i-ème chi�re de son écriture décimale :
m =

∑N
i=0mi10i où N est le nombre de chi�res de m.

Par exemple, m0 est le chi�re des unités de m, m1 celui des dizaines.

Montrer que 7 divise m si et seulement si 7 divise
∑N

i=0 aimi.

Dire que 7 divise m est équivalent à dire que m̄ = 0̄ dans Z/7Z. Raisonnons par équiva-
lence :
m̄ = 0̄ ssi

∑N
i=0 m̄i1̄0

i
= 0̄ ssi

∑N
i=0 m̄iāi = 0̄. Cette dernière assertion revient à dire que

7 divise
∑N

i=0miai.

3. En utilisant ce critère, véri�er si les entiers 378 et 666 666 666 666 666 666 sont divisibles
par 7.

D'après le critère, 7 divise 378 ssi 7 divise 3 × 2 + 7 × 3 + 8 × 1 = 35. Comme 7 divise
bien 35, 7 divise 378.
Appliquons le critère au second nombre. La suite des ai correspondants aux chi�res de
ce nombre est (écrit dans le même sens que le nombre) 546231546231546231. Calculons
la somme correspondante en remarquant qu'on peut factoriser le tout par 6. On obtient
6(5 + 4 + 6 + 2 + 3 + 1) × 3 = 378. Or on a vu que 7 divisait 378. On en déduit que 7
divise 666 666 666 666 666 666.

4. Déterminer les puissances de 2 modulo 7 et établir un critère de divisibilité par 7 pour
les nombres écrits en base 2.
Le nombre qui s'écrit 101010101 en base 2 est-il divisible par 7 ?

2̄0 = 1̄, 2̄1 = 2̄, 2̄2 = 4̄, 2̄3 = 1̄ puis le motif se répète : 1-2-4-1-2-4-1-2-4- etc.
Le nombre m = mN · · ·m1m0 écrit en base 2 est le nombre m =

∑N
i=0mi2

i. Le critère de

divisibilité par 7 est le même que pour 10 : 7 divise m ssi 7 divise
∑N

i=0miai où ai désigne
cette fois la valeur de 2i modulo 7.
Appliquons le critère au nombre proposé. Il faut multiplier ses chi�res par ceux de
421421421. On obtient 4 + 1 + 2 + 4 + 1 = 12 (attention, ce calcul est fait en base
10). Or 7 ne divise pas 12, donc 7 ne divise pas 101010101.


