
STH1, Algèbre 1 octobre 2020

Contrôle 1

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 40 minutes.

Le barème est donné à titre indicatif : 1 -4 - 6.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 : un lemme utile pour la suite

Soient x et y des nombres réels. Démontrer que x2 + xy + y2 = 0 =⇒ x = y = 0.
On pourra remarquer que x2 + xy + y2 = (x+ y

2
)2 + 3

4
y2.

Exercice 2 : somme et inverse

On considère la proposition suivante :

P : � Il existe deux nombres réels tels que la somme de leurs inverses soit égale à l'inverse de
leur somme. �

1. Traduire la proposition P en langage mathématique.

2. Donner la négation de P .

3. À l'aide du résultat de l'exercice 1, démontrer ou in�rmer P .

Exercice 3 : racine cubique

L'objectif de cet exercice est de dé�nir la racine cubique des nombres réels et d'en étudier
quelques propriétés. Il est donc interdit pour l'ensemble de l'exercice d'utiliser des notations

comme 3
√
x ou x

1
3 .

On considère la proposition suivante :

Q : ∀a ∈ R,∃x ∈ R, x3 = a.

1. Traduire la proposition Q en langage usuel, sans utiliser de symbole mathématique ni le
mot "racine".

2. Démontrer la proposition suivante : ∃x ∈ R, x3 = 2.

3. À l'aide du résultat de l'exercice 1, démontrer l'implication x3 = y3 =⇒ x = y.

4. En déduire que dans la question 1, il y a également unicité de x.

On peut, sans grande di�culté, adapter la démonstration de la question 2. à l'équation
x3 = a pour tout nombre réel a et ainsi obtenir une démonstration de la proposition Q.
La preuve de l'unicité reste inchangée.
Cela nous permet de dé�nir la racine cubique de tout nombre réel : dans la suite, nous
noterons ca l'unique nombre réel tel que c3a = a.

5. Que valent c0, c1 et c8 ?

6. Montrer : ∀a ∈ R, ∀b ∈ R, cacb = cab.


